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O wykorzystaniu modelu dwumianowego do optymalizaciji
strategii sprzedazy zboza

Abstrakt: W artykule rozwazany jest problem optymalnego wyboru momentu sprzedazy
zboza w sytuacji, w ktorej wystgpuje koszt jego magazynowania i wystgpuje zmiennosé
procesu ceny ziarna. Do rozwiazania zagadnienia maksymalizacji réznicy migdzy kwota
uzyskana za sprzedaz ziarna a kosztem jego przechowywania uzyto modelu dwumianowego,
ktérym mozna opisywaé dynamike ceny zboza. Wyniki teoretyczne artykutu zostaty zasto-
sowane do obliczen numerycznych. W przypadku optymalizacji sprzedazy zboza strategia,
w ktorej moment sprzedazy jest losowy, moze by¢ istotnie lepsza od strategii z determini-
stycznym czasem sprzedazy.

Stowa kluczowe: optymalny moment stopu, model dwumianowy, koszt magazynowania
ziarna
Kody JEL: C6, Q140

Wstep

Zboza sa wazna grupg roslin uprawnych. Sa one surowcem rolnym majacym
strategiczne znaczenie w zapewnianiu bezpieczenstwa zywnos$ciowego panstw Unii
Europejskiej. Szczegdlne miejsce wsrod zboz zajmuje pszenica, ktdra jest typowym
zbozem uprawianym w klimacie umiarkowanym. Ksztattowanie si¢ cen rynkowych
cen ziarna jest uwarunkowane roznorakimi przyczynami, nie tylko ekonomiczny-
mi. Istotnym aspektem rynkow zbozowych jest wystgpowanie znaczacych zmian
cen. Wynika ona ze zmiennosci zarowno popytu, jak i podazy. Podaz podlega wa-
haniom na przyktad z powodu zmian pogodowych, w przypadku popytu wystepuje
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za$ zmienno$¢ sezonowa. Ponadto ceny na rynku zboz w Polsce wykazywaty silne
reakcje na sytuacje¢ na rynkach europejskich i §wiatowych [Ginter i Szarek 2010].
Waznym elementem rynku zbdz w Polsce jest skup interwencyjny. Wydaje si¢ jed-
nak, ze cena interwencyjna skupu zb6z nie odgrywa istotnej roli w ksztaltowaniu
si¢ ich cen rynkowych [Ginter 1 Szarek 2010]. Producent zb6z planujac uprawy na
dany sezon, narazony jest na ryzyko rynkowe spowodowane niepewnoscia co do
ceny ziarna w okresie jego zbioru. Gdy zboze jest juz zebrane, ryzyko dalszych
fluktuacji jego ceny jest istotne w przypadku zagadnienia wyboru optymalnego mo-
mentu sprzedazy ziarna. W okresie zniw cena zboza moze by¢ niska na skutek duzej
ilosci tego towaru na rynku. Mozna przypuszczaé, ze z uptywem czasu zmniejszanie
si¢ zapasow ziarna bgdzie czynnikiem indukujacym wzrost rynkowej ceny zboza.
Spodziewany, odpowiednio duzy, wzrost ceny zboza jest przestanka sugerujaca jego
przechowywanie, ktore jest alternatywa do zaangazowania w rynek kontraktow fu-
tures. Magazynowanie zboza jest przedsigwzigciem zlozonym i narazonym na ryzy-
ko zmniejszenia jako$ci ziarna na przyktad poprzez nawilzenie. Istotna podczas prze-
chowywania ziarna jest kontrola jego wilgotnosci i temperatury [Gornicki i Kaleta
2008]. W magazynach do przechowywania zboza zachodza procesy wplywajace na
jego wlasciwosci fizyczne i sktad chemiczny. Wtasciwa ochrona ziarna przed woda
gruntowa, deszczem, gryzoniami i insektami jest istotng kwestia. Nieprawidiowe
przechowywanie zboza moze skutkowac¢ pogorszeniem jego wartosci uzytkowej.
Koszt magazynowania (wraz z ubezpieczeniem) ziarna moze by¢ zatem istotnym
czynnikiem wplywajacym na decyzje o jego przechowywaniu. Zagadnienie wyboru
strategii magazynowania zboza bylo juz badane [Kastens i Dhuyvetter 1999, Lai
i1in. 2003].

Celem pracy jest wyznaczenie strategii sprzedazy zboza, ktéra maksymalizuje
roéznice miedzy kwota uzyskang za sprzedaz ziarna a kosztem jego przechowywa-
nia.

Opis zagadnienia

W modelu rozwazanym w pracy do parametroéw majacych znaczenie przy wy-
borze optymalnego momentu sprzedazy zboza naleza prognozowany trend zmiany
jego ceny i koszt przechowywania ziarna. Ponadto wazna jest tu rOwniez iloSciowa
miara ryzyka na rynku. Niech C; oznacza ceng tony zboza w chwili ¢. Stopa zwrotu
R i logarytmiczna stopa zwrotu R™™ z ceny zboza w okresie miedzy ¢ a ¢ + At, gdzie
t> 0, dane sa nastgpujaco:

R= Coa =G
C
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R=In ﬂ .
Ct

Miara ryzyka rynkowego moze by¢ zmienno$¢ wystepujacych na nim stop
zwrotu, a miarami tej zmienno$ci moga by¢ wariancja i odchylenie standardowe
stop zwrotu, ktore wykorzystywane sg w modelowaniu rynkow finansowych. Ana-
lizg¢ zmiennos$ci cen pszenicy mozna znalez¢ na przyktad w artykutach: [Borkowski
1 Krawiec 2010, Hamulczuk i Klimkowski 2011, Jerzak i Florek 2013]. Oproécz pa-
rametrow procesu ceny zboza na wybodr czasu sprzedazy ziarna moze wptyna¢ row-
niez nastawienie uczestnika rynku zbozowego do ryzyka, ktore moze by¢ wyrazone
za pomoca tak zwanej funkcji uzytecznosci.

W rozwazanym modelu z czasem dyskretnym proces stochastyczny rynkowej
ceny zboza jest ciagiem zmiennych losowych {C,} =
listycznej (Q, F, P), w ktorej Q jest zbiorem zdarzen élémentamych, ktory w roz-
wazanym modelu moze by¢ interpretowany jako zbior opisdéw trajektorii procesu
rynkowych cen zboza od chwili 0 do 7. Zbior F jest o-cialem podzbioréw zbioru Q
opisujacym zdarzenia losowe, a w opisywanym modelu jest zbiorem sktadajacym
sig ze zdarzen losowych, ktore moga wystapi¢ na rynku zbozowym i ktorym mozna
przypisa¢ prawdopodobienstwo okreslone funkcja P. W rozwazanym modelu zakta-
da sig, ze F sktada si¢ ze wszystkich podzbiorow Q.

Ponadto dana jest filtracja {F,},—. . n» gdzie F, jest najmniejszym o-cialem,
wzgledem ktorego cena C,, jest mierzalna jako funkcja okreslona na £ (najmniej-
szym o-cialem wymaganym, aby okresla¢ cen¢ C,, zmienng losowa dla Q). Kazde
z rozwazanych o-cial F,, mozna interpretowac jako rodzing zdarzen na rynku, o kto-
rych wiadomo, czy zaszly, czy nie, jezeli rynek obserwowany jest od chwili 0 do 7.

Strategia sprzedazy zboza maksymalizujgca roznicg migdzy kwota uzyskang za
sprzedaz a kosztem przechowywania jest charakteryzowana przez odpowiedni mo-
ment sprzedazy zboza. Decyzja uczestnika rynku o sprzedazy zboza w momencie
t moze zaleze¢ od tego, jakie byly wartosci jego cen w chwilach 0, ..., n. Moment
sprzedazy zboza jest wigc definiowany jest jako zmienna losowa 7 okreslona na Q,
przy czym 7 jest momentem stopu, co oznacza, ze zdarzenie {r = n} nalezy do F,,.
Jest to formalne ujgcie oczywistej uwagi, ze sprzedaz zboza w momencie # jest zda-
rzeniem, o ktérym w czasie ¢ wiadomo, czy zaszto, czy nie. Niech N oznacza zbior
momentow stop o warto$ciach w zbiorze {0, ..., N}. Ponadto niech & oznacza koszt
przechowywania jednej tony zboza w jednostce czasu.

Zagadnienie optymalizacyjne rozwazane w niniejszym artykule mozna opisac
jako problem znalezienia momentu stopu 7* takiego, ze:

na przestrzeni probabi-

E(Cf —kr*):max{E(Cf)—kT:reN}
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Model dwumianowy a optymalizacja sprzedazy zboza

Do rozwiazania problemu maksymalizacji r6znicy migdzy kwota uzyskana za
sprzedaz ziarna a kosztem jego przechowywania mozna wykorzysta¢ wazny model
rynku finansowego: model dwumianowy. W modelu tym stopa zwrotu w pojedyn-
czym przedziale czasowym moze przyjmowac tylko dwie wartosci.

W zastosowaniu modelu dwumianowego w niniejszej pracy do rynku zboza,
jezeli cena zboza C,, w kroku n wynosi ¢, to w kroku n + 1 moze ono kosztowac uc,
lub dc,,, gdzie u 1 d sa wspotczynnikami takimi, ze 0 < d < u. Prawdopodobienstwo,
ze cena zboza w kroku czasowym n + 1 wyniesie uc, pod warunkiem, ze cena ta
w kroku n rowna jest ¢, dana jest przez p, gdzie 0 <p < 1.

Zatem zachodza rownosci:

P(C”+1 = Uy |Cn =Cn)=p=1—P(Cn+1 :dcn |Cn =Cn).
Niech Cy=c.
W kroku n jest n + 1 mozliwych wartosci ceny C,: cu’d”, ..., cu"d".

Graficzny schemat modelu dwumianowego dla pigciu krokow czasowych poka-
zany jest na rysunku 1.

n=0 n=1 n=2 n=3 n=4 n=>5
Rysunek 1
Ceny zboza w modelu dwumianowym dla pigciu krokow czasowych
Zrodto: Opracowanie wiasne.

Model dwumianowy wykorzystany zostat do analizy zmiennosci rynku zbozo-
wego do analizy wptywu metody szacowania zmiennos$ci historycznej na przewi-
dywanie ceny zb6z w artykule [Krawiec 2011]. Niech Y, oznacza wartos¢ roznicy
migdzy kwota uzyskana za sprzedaz zboza w kroku » a kosztem przechowywania.
Czyli, Y,=C,—kndlan=0, ..., N.
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Niech proces stochastyczny Z bedzie okre$lony nastgpujaco:

ZN: YNa
Z, =max{Y,,E(Y,,, |F,)} dlan=0, .,N-1.

Wtedy optymalny moment stopu 7* dany jest réwnoscia 7% = min{n > 0 :
: Z,=17Y,} [Jakubowski i Sztencel 2001].

. c,-C
Niech R, ==l qlap=1,..,N.
n—1
W rozwazanym modelu dwumianowym stopy zwrotu R, ..., Ry sa niezalez-
nymi zmiennymi losowymi. W konsekwencji do okreslenia, czy w danym kroku
czasowym n optymalnie jest sprzedac zboze, ceny zboza z krokdéw poprzedzajacych
n nie sa potrzebne. Ponadto Y, jest funkcja ceny zboza C,,dlan=0, ..., N1ijesli dana
jest zmienna Y4, to zmienna Y,, moze by¢ wyznaczona nastgpujaco:
Z,(C,)= max{Yn,E(ZnH |C, )} dlan=0,..,N-1.
Mozna wigc do wyznaczenia optymalnego momentu sprzedazy zboza wykorzy-
sta¢ funkcje dwoch zmiennych z, zdefiniowana za pomoca procesu Z:

2(n,j) =2, (cw/d" T Ymax{¥,,E(Z,,,|C,)} dlan=0, .,N ij=0, ..,n

Para (n, j) opisuje stan rynku, w ktorym warto$¢ kroku czasowego wynosi n,
a cena zboza rowna jest ci/ d"7.
Warto$ci funkcji z mozna wyznaczy¢ indukcyjnie:

z(N,j)=cu/d"/ kN dlan=0, ..,N ij=0, .., N,

Z(n,j)zmax{cujd"_j —kn,pz(n+1,j+1)+(1—p)z(n+1,j)}

dlan=0,..,Nij=0, ..., n.

Z definicji funkcji z wynika, ze jesli rynek jest w stanie (n, j), to gdy n < N
iz(n,j)>pz(n+ 1,7+ 1)+ (1 —p)z(n +1,), to uczestnik rynku maksymalizujacy wy-
razenie E(C, — kr) po momentach stopu ze zbioru N, podejmuje decyzje o sprzedazy
zboza. Jesli z(n, j) > pz(n+ 1,7+ 1) + (1 — p)z(n + 1, j), to decyduje si¢ on na dalsze
przechowywanie ziarna. Gdy n = N, ziarno jest sprzedawane, gdyz ma ono zostac¢
sprzedane do kroku czasowego N.
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Rysunek 2
Warto$ci funkcji Z w modelu dwumianowym dla pigciu krokdéw czasowych
Zrédto: Opracowanie whasne.

Model dwumianowy a geometryczny ruch Browna

Jednym z procesow stochastycznych wykorzystywanych do modelowania cen
akcji na rynku finansowym jest geometryczny ruch Browna. Proces ten wykorzysta-
ny zostal do wyceny opcji w modelu Blacka-Scholesa [Black i Scholes 1973] i do
modelowania rynku walutowego [Musiela i Rutkowski 2005]. Geometryczny ruch
Browna ten moze by¢ rowniez uzywany w modelowaniu cen zboza i wtedy cena C;
dana jest rownaniem:

C, =cexp(at +oW,),

gdzie a jest zbioru liczb rzeczywistych, o jest dodatnie, a W, oznacza warto$¢ pro-
cesu Wienera w czasie ¢, ktory otrzymuje si¢ jako proces graniczny dla tak zwane-
go btadzenia losowego w czasie dyskretnym. Procentowa zmiana w geometrycz-
nym ruchu Browna, liczac od ustalonego momentu ¢, nie zalezy od jego wartosci
w czasie ¢ 1 chwilach wcze$niejszych. Ponadto, gdy proces ceny {C,} o jest mode-
lowany za pomoca geometrycznego ruchu Browna, to logarytmiczna stop zwrotu

C
w okresie od 7 do ¢ + At: ln(’c;mj dana jest ma rozktad normalny o $redniej aAt

i wariancji 6°At. Cho¢ normalnoétc' rozktadu logarytmicznej stopy zwrotu ceny zboza
moze by¢ kwestionowana [Krawiec 2008], to wydaje sig, ze model Blacka-Scho-
lesa moze by¢ uzyteczny jako przyblizenie empirycznie obserwowanej dynamiki
cen na rynku zboza. Geometryczny ruch Browna jest procesem stochastycznym
w czasie ciaglym. Moze by¢ jednak dobrze przyblizany przez model dwumiano-
wy, jezeli odstep czasu migdzy kolejnymi momentami mozliwosci handlu na rynku
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w modelu dwumianowym jest odpowiednio maty. Niech C, oznacza ceng zboza
w chwili nAt (jezeli jednostka czasu w modelu jest jeden rok i w ciagu tygodnia
cena zboza jest notowana od poniedziatku do piatku, to mozna w praktyce stosowac
rownos$¢ Af= L). Latwo zauwazy¢, ze a oznacza oczekiwana logarytmiczng sto-

250
pe zwrotu okresie jednostkowym, a o symbolizuje wariancj¢ logarytmicznej stopy

zwrotu w okresie jednostkowym. Warto$¢ oczekiwana ceny C, dana jest rownoscia

2
E( Ct) = cexp| at + o't _ Parametry a i o moga by¢ oszacowane na podstawie hi-
2

storycznych notowan cen zb6z lub prognozy przysziej dynamiki ceny zboza.
Niech m(T) bedzie okreslone nastgpujaco:

Warto$¢ m(T) jest oczekiwana, relatywna zmiana ceny zboza mig¢dzy chwila

2
0 a momentem ¢ i zachodzi m(T') =exp[aT +O-—TJ—1. Stad warto$¢ a dana jest
formuta: 2

a:%(ln(m(T)+1)—%J.

W rozwazanym w pracy modelu dwumianowym 7 = AzN i wtedy:

1
a =m{ln(m(T)+l)—

o> AN J

Parametry modelu dwumianowego aproksymujacego geometryczny ruch Brow-
na mozna uzyskac, przyrownujac wartosci oczekiwane logarytmicznej stopy zwrotu
i kwadratu logarytmicznej stopy zwrotu z modelu dwumianowego, odpowiednio do
wartosci oczekiwanej logarytmicznej stopy zwrotu i kwadratu logarytmicznej stopy
zwrotu w modelu, w ktorym cena akcji opisywana jest przez geometryczny ruch
Browna w takim samym czasie. W rozwazanym modelu dyskretnym w okresie mig-
dzy krokami czasowymi n a n + 1 logarytmiczna oczekiwana stopa zwrotu wynosi
pln(u) + (1 — p)In(d), a oczekiwana warto$¢ kwadratu logarytmicznej stopy zwrotu
rowna jest plnz(u) + (1 - p)lnz(d). Zatem biorac pod uwage warto$¢ oczekiwana
i wariancje¢ logarytmicznej stopy zwrotu w okresie od ¢ do ¢ + A¢, dla procesu C,
otrzymuje si¢ nastgpujace rownosci:

pln(u)+(1-p)in(d)=aAt,
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pln® (u)+(1- p)In? (d) = a® (A1) + oAt

Do wyznaczenia wartosci p, u oraz d dany jest zatem uktad dwoch rownan,
ktorego rozwiazanie nie jest jednoznaczne. Rozwiazanie tego uktadu zastosowane
w przyktadzie numerycznym opisanym w pracy jest nastgpujace:

p:

b

!
2
u = exp(alt + 0> At),

d = exp(aAt — 0> ).

Przyktad numeryczny

W pokazanym tu przykladzie zatozono, ze zmienno$¢ ceny ziarna wynosi
20%, a miesigczny koszt magazynowania | tony ziarna réwny jest 20 zi. Dany jest
uczestnik rynku, ktory optymalizuje czas sprzedazy zboza w ciagu trzech miesigcy
(N =175). Warto$ci maksymalnej r6znicy migedzy kwotg uzyskana za sprzedaz ziarna
a kosztem jego przechowywania dla réznych warto$ci prognoz m(7) ceny poczatko-
wej ¢ tony ziarna zawiera tabela 1, a tabela 2 pokazuje procentowo przewagg strate-
gii wykorzystujacej optymalne stopowanie nad strategia deterministyczna (tzn. taka,
ktoéra nie zalezy od zmian ceny zboza w czasie i w ktorej moment sprzedazy zboza
wyznaczony jest juz w chwili 0).

Tabela 1
Warto$ci maksymalnej réznicy miedzy cenq sprzedazy tony ziarna a kosztem jej przechowania do
czasu sprzedazy

m(T)

0% 5% 10% 15% 20% 25%

760 760,00 775,50 813,50 851,50 889,50 927,50
770 770,00 786,00 824,50 863,00 901,50 940,00
780 780,00 796,50 835,50 874,50 913,50 952,50
790 790,00 807,00 846,50 886,00 925,50 965,00
800 800,00 817,50 857,50 897,50 937,50 977,50
c[z] 810 810,00 828,00 868,50 909,00 949,50 990,00
820 820,00 838,50 879,50 920,50 961,50 1002,50
830 830,00 849,00 890,50 932,00 973,50 1015,00
840 840,00 859,50 901,50 943,50 985,50 1027,50
850 850,00 870,00 912,50 955,00 997,50 1040,00
860 860,00 880,50 923,50 966,50 1009,50 1052,50
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Wzgledne (procentowe) powiekszenie réznicy miedzy ceng sprzedazy tony ziarna a kosztem jej maga-
zynowania w stosunku do strategii deterministycznej w przypadku zastosowania strategii optymalnego

stopowania
m(T)

0% 5% 10% 15% 20% 25%

760 0,00 2,04 3,83 3,65 349 3,34

770 0,00 2,08 3,78 3,60 3,44 3,30

780 0,00 2,12 3,72 3,55 3,40 3,25

790 0,00 2,15 3,67 3,50 3,35 3,21

800 0,00 2,19 3,63 3,46 3,31 3,17

c] 810 0,00 2,22 3,58 3,41 3,26 3,13
820 0,00 2,26 3,53 3,37 3,22 3,08

830 0,00 2,29 3,49 3,33 3,18 3,05

840 0,00 2,32 3,44 3,28 3,14 3,01

850 0,00 2,35 3,40 3,24 3,10 2,97

860 0,00 2,38 3,36 3,20 3,06 2,93

Rysunek 3

0,00-0,50

0,50-1,00 ™1,00-1,50 @1,50-2,00

32,00-2,50 @2,50-3,00 @3,00-3,50 @3,50-4,00

Wzgledna przewaga strategii optymalnego stopowania nad strategig deterministyczng dla problemu

optymalnego wyboru momentu sprzedazy zboza

Zrédto: Opracowanie wtasne na podstawie tabeli 2.
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Dane w tabeli 2 1 na rysunku 3 pokazuja, ze wielko$¢ roznicy migdzy kwo-
ta uzyskang za sprzedaz ziarna a kosztem jego przechowywania moze by¢ istot-
na. Réznica ta ro$nie wraz z relatywnym spadkiem kosztu przechowywania ziarna
w stosunku do jego ceny.

Podsumowanie

W pracy zostata wyznaczona strategia sprzedazy zboza, ktora maksymalizuje
roéznice miedzy kwota uzyskana za sprzedaz zboza a kosztem jego przechowywania.
Zastosowanie teorii optymalnego stopowania do zagadnienia wyznaczenia optymal-
nej strategii sprzedazy zboza moze istotnie poprawi¢ zyskownos¢ jego sprzedazy
w stosunku do strategii deterministycznej, w ktorej moment sprzedazy jest nieza-
lezny od dynamiki rynkowej ceny ziarna. Przyktad numeryczny opisany w pracy
jest przestanka, ze w przypadku optymalizacji sprzedazy strategii zboza przewaga
strategii dynamicznie reagujacej na sytuacje¢ na rynku zboza nad strategia determi-
nistyczna w istotnym stopniu zalezy zaré6wno od przyrostu $redniej ceny ziarna, jak
i stosunku kosztu magazynowania ziarna do jego ceny rynkowe;.
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On the application of binomial model to optimize the strategy of grain selling

Abstract: In the article the problem of the optimal choice of the moment of selling the grain
is considered when the grain price is characterized by volatility and there is the costs of
storing the grain. To solve the problem of maximizing the difference between the amount
obtained for the grain sale and the cost of storing the grain a binomial model was used to
describe the dynamics of the grain price. The theoretical results of the paper were applied
to the numerical calculations. In the optimization of selling the grain, the strategy with the
random selling moment may be significantly better than the strategy with the deterministic
selling time.
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