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Wybrane aspekty optymalnego sterowania
portfelem inwestycyjnym akcji na rynku
kapitatlowym

Wstep

Rynek kapitatowy zyskuje na znaczeniu w miar¢ rozwoju gospodarki rynko-
wej. W szczegblnosci istotne jest zainteresowanie przedsigbiorcéw i menedze-
row strategiami inwestowania na rynku kapitalowym.

Podejmowanie racjonalnych decyzji w obszarze transakcji handlowych na
rynku kapitalowym wymaga stosowania odpowiednich, precyzyjnych narzedzi
analitycznych. Naleza do nich metody optymalizacyjne oraz teoria sterowania.
Umiejetne ich wykorzystanie moze istotnie zwigkszy¢ trafnos¢ podejmowanych
decyzji inwestycyjnych 1 osiagniecie przez inwestora oczekiwanego poziomu
kreacji zaangazowanego kapitatu [Ponsko 2000, s. 37; Tyminski, Zawislak 2009,
s. 719].

Rentownos¢ kapitatu, obok plynnosci finansowej, odgrywa szczego6lna rolg
w ksztattowaniu si¢ przyszlej sytuacji gospodarczej przedsigbiorstwa [ Wasilew-
ski, Gatecka 2010, s. 231]. Efektywne wykorzystanie kapitatu jest istotnym pro-
cesem optymalnego sterowania w sytuacjach decyzyjnych w przedsigbiorstwie.

Celem artykulu jest zaprezentowanie autorskiej koncepcji sterowania
w procesach decyzyjnych zwigzanych z nabyciem portfeli inwestycyjnych akcji
spotek, jak rowniez sprzedazy portfeli mniej korzystnych w generowaniu do-
chodow. Procesowi badawczemu poddano dwa portfele rézniace si¢ pod wzgle-
dem konstrukcji. Pierwszy portfel zostat skonstruowany w oparciu o koncepcje
Sharpe’a 1 rozwigzany metoda programowania kwadratowego z wykorzystaniem
funkcji Lagrange’a. Drugi, skonstruowany wedtug koncepcji autora z uwzgled-
nieniem elementow teorii niezawodnosci, rozwiazano metoda programowania
dynamicznego.

Prowadzone rozwazania zilustrowano praktycznymi przykladami. W pierw-
szej czgsci artykutu przedstawiono zarys teorii sterowania, wykorzystujac wezes-
niejsze badania autora [Tyminski, Zawislak 2008]. W drugiej czesci artykutu
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wykorzystano informacje dotyczace kursow akcji oraz stop zwrotu wybranych
spotek notowanych na GPW w Warszawie w latach 2005-2006.

Elementy teorii sterowania

Inwestor konstruujac strategie¢ inwestowania powinien dysponowac rézny-
mi instrumentami decyzyjnymi, ktoérych celem jest umozliwienie jak najkorzyst-
niejszego lokowania kapitatu.

Zasoby kapitatu bedace w dyspozycji inwestora w momencie ¢ wyrazi¢
mozna funkcja S(¢). Transakcje zakupu portfeli na rynku kapitatowym powoduja
wyczerpywanie zasobow kapitalu, co mozna wyrazi¢ stopa wyczerpywania si¢
kapitatu [Tyminski, Zawislak 2009, s. 719]:

asw _
o= EO (M)

gdzie:
E(f) — stopa wyczerpywania si¢ kapitatu.

Podstawa decyzji o inwestowaniu kapitatu jest funkcja uzytecznosci in-
westora U(E). Jest to funkcja celu zalezna od wielko$ci zuzywanego kapitatu
S(f) w kolejnych transakcjach. U(E) jest wigec zmienng sterowana, za§ zmien-
na sterujaca jest E(¢). Przyjecie E(f) jako zmiennej sterujacej wynika z faktu,
ze decyzje inwestora wptywaja bezposrednio na tempo zuzywania si¢ kapitatu.
W konsekwencji stopa wyczerpywania si¢ kapitatu E(¢) ksztaltuje wielkos¢ za-
sobu kapitalowego S(7).

Omawiane relacje w aspekcie optymalizacji decyzji inwestycyjnych pod-
legaja sterowaniu w kierunku maksymalizacji funkcji uzytecznosci inwestora.
Mozna to wyrazi¢ formuta:

T
max [U(E)e"dt dla aso_ —E(?) )
0 dt
oraz S(0) = Sy, S(T) — dowolne
gdzie:
Sy, T — dane.

Ksztattowanie si¢ zasobu kapitalowego w czasie opisa¢ mozna przy pomocy
funkcji trendu postaci:

S(t)= o, + oyt — ot (3)
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Stad tempo wyczerpywania sig¢ kapitatu zgodnie z formula (1) okresla za-
leznos¢:
ds() _

o —2ot=—-E(t
5 | | )

Na podstawie danych historycznych oszacowana funkcja (3) przyjmuje war-
tos¢:

S(t) =400 + 40t — 40t 4)
stad: E(t) =40
Procedura optymalizacji wymaga okreslenia wyjsciowych wielkosci:
S(0) = Sy =400 (4a)
U(E) = [So - E(1)] (4b)

Jest to zasob kapitatu po pomniejszeniu o stope jego wyczerpywania.
Catkowanie funkcji U(E) zgodnie z modelem ciaglej kapitalizacji pozwala
wyznaczy¢ wartos$¢ biezacego strumienia uzytecznosci:

TU(E)e-P‘dt (5)

gdzie:
p — stopa zwrotu z zakupionego portfela.

W momencie realizowania transakcji rynkowych (¢ = 0) U(E) przyjmie war-
tos¢:
U(E) =400 -0=400

Zgodnie z formuta (2) maksymalizacja strumienia uzytecznosci jest rowno-
znaczna z obliczeniem cafki:

[."400¢ ™" dt = 400[ " e " dt = %eﬁ” 10— %(e‘“’ﬂ -1)= %(1 —e)

(6)

Wyrazem uzytecznosci U(E) mozna uzna¢ warto$¢ biezaca ciaglego stru-

mienia przychoddéw osiaganych przez inwestora jako rezultat podjgtej decyzji

na rynku kapitatowym. Z przeprowadzonych wcze$niej badan wynika, ze przy
zatozonych parametrach p = 10% oraz 7= 10 okreséw bedzie to:
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%(l —e ") =2528,5 jednostek (dla S,)

Dla t =1, bedzie: %(l —e %) =2275,6 jednostek (dla S)

Otrzymane wyniki maksymalizujace warto$¢ biezaca ciaglego strumienia
przychodow sa ilustracja efektu optymalnego sterowania kapitatem przy wyko-
rzystaniu elementow teorii sterowania.

Proces optymalnego sterowania portfelem
inwestycyjnym na rynku kapitalowym. Wyniki badan

W problematyce optymalizacji portfela inwestycyjnego kluczowe znaczenie
obok wartosci stopy zwrotu zoptymalizowanego portfela ma efektywno$¢ zain-
westowanego kapitatu. Kryterium efektywnosci kapitatu moze by¢ rozstrzygaja-
ce przy wyborze optymalnego portfela.

Proces badawczy dotyczy oceny efektywnosci kapitatu dwoch alternatyw-
nych portfeli. Nalezy doda¢, Zze niezaleznie od wariantu portfela, zarowno wiel-
ko$¢ zasobu kapitatowego, jak i okres inwestowania 7' sa okre§lone przez inwe-
stora. Zmienna stanu wystgpuje w procesie sterowania portfelem jako argument
funkcji celu. W prezentowanej koncepcji jest to zasob kapitatu przeznaczony na
zakup portfela inwestycyjnego. Zmienna stanu jest ksztalttowana przez inwestora
w sposob posredni (Ponisko 2000, s. 36; por. wz. 4b).

Oceng efektywnosci zainwestowanego kapitatu przeprowadzono dla dwoch
alternatywnych portfeli, wykorzystujac kursy akcji oraz stopy zwrotu wybra-
nych spotek z lat 2005-2006 (dane z gazety PARKIET 2006).

Portfel I — zoptymalizowany metoda tradycyjna — sktada si¢ z akcji czterech
spotek wedtug udziatow:

—1,336 PKM + 1,714 GTC + 0,673 RPC — 0,052 WWL

Warto$¢ zaangazowanego kapitatu w chwili zakupu ustalono przyjmujac srednie
kursy akcji rozpatrywanych spotek oraz krotka sprzedaz, co wiaze si¢ z kapita-
tem pozyczonym [Trzaskalik 2004, s. 159]. I tak dla portfela I wynosi:

UE)=-1,336x1242+1,714 x 167,34+ 0,673 x 22,0 - 0,052 x 155,5= 125,8

Oznacza to, ze inwestor powinien przeznaczy¢ na zakup portfela I 125,8 jedno-
stek kapitalu wlasnego, pomijajac inne koszty zwiazane z kapitatem pozyczo-
nym.
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Portfel II — zoptymalizowany metoda programowania dynamicznego przy
wykorzystaniu teorii niezawodnosci — sktada si¢ z akeji trzech spotek GTC, RPC
oraz WWL i wymaga zaangazowania kapitatu w wysokosci:

U(E)II=- 0,85 x 166,3 + 0,128 x 22,0 + 0,023 x 155,5 =161,2

Na tym etapie optymalizacji mozna okresli¢ 1 oceni¢ efektywno$¢ kapitatu
wprowadzonego do portfela, a nastepnie podja¢ decyzje¢ o wyborze korzystniej-
szego wariantu.

Z przeprowadzonych badan wynika, ze p = 15% dla portfela I za$ dla II
p =9,7%. Zgodnie z formuta (5) warto$¢ biezaca ciagtego strumienia dochodow
dla portfela I wyniesie:

T=10

[ 125,8¢'¥dr = 651,5 jednostek (7)
0
za$ dla portfela II:

T=10
[ 161,2¢™*"dr = 1031,9 jednostek ®)
0

A zatem efektywnos¢ zainwestowanego kapitatu jest wyzsza w portfelu II. Nale-
zatoby wigc wybrac ten portfel jako korzystniejszy.

Ocena optymalnego sterowania portfelem
w warunkach losowych

Proces podejmowania optymalnych decyzji na rynku kapitalowym nie za-
wsze konczy sig¢ wyborem korzystniejszego, efektywnego portfela [Haugen
2000, s. 105]. Nalezy pamigtac, ze decyzje o wyborze najkorzystniejszego port-
fela inwestor podejmuje przez pryzmat maksymalnej oczekiwanej uzytecznosci.
Osiagnigcie oczekiwanej uzytecznosci wymaga czg¢sto od inwestora fachowego
monitorowania sytuacji na rynku, a takze podejmowania decyzji modyfikuja-
cych dotychczasowe kroki.

Do istotniejszych elementéw wptywajacych na poziom uzytecznosci inwe-
stora, obok zakupu portfela, zalicza si¢ moment jego sprzedazy oraz oceng praw-
dopodobienstwa realizacji oczekiwanej stopy zwrotu.

Optymalne sterowanie portfelem wymaga uwzglednienia sytuacji stocha-
stycznych. Ksztattowanie si¢ kluczowych parametrow instrumentéw finanso-
wych (dochéd, ryzyko) ma charakter losowy, zatem realizacja oczekiwanego
dochodu z zakupionego portfela powinna by¢ poparta odpowiednio wysokim
poziomem prawdopodobienstwa.
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W prezentowanej koncepcji koncowym etapem jest analiza optymalne-
go sterowania w warunkach losowych [Krynski, Badach 1976, s. 523]. Uwagg
skoncentrowano na ocenie potencjalnych mozliwosci zbycia zakupionego port-
fela w zaleznos$ci od popytu na rynku kapitalowym na instrumenty finansowe
wchodzace w jego sktad.

W analizie stochastycznej uwzgledniono nastgpujace parametry:

X — zmienna losowa wyrazajaca liczbe instrumentéw finansowych w portfelu,

x — warto$¢ zmiennej losowej X,

Y — zmienna losowa wyrazajaca liczbg instrumentéw finansowych; okresla po-
tencjalny popyt na instrumenty finansowe na rynku kapitatowym,

y — warto$¢ zmiennej losowej 7,

Z —zmienna losowa wyrazajaca zysk uzyskany ze zbycia X ilo$ci instrumentéw
finansowych,

z —warto$¢ zmiennej losowej Z,

¢ — jednostkowa cena; oznacza dochéd jednostkowy (na spotke w portfelu),

k — jednostkowy naktad kapitatu (na spotke w portfelu).

Inwestor zainteresowany sprzedaza posiadanych w portfelu waloréw powi-
nien rozwazy¢ kilka mozliwych wariantéw z punktu widzenia skutkoéw transak-
cji zbytu. Ponadto powinien precyzyjnie oceni¢ prawdopodobienstwo mozliwo-
Sci zbycia portfela lub jego czgsci. W tym celu rozwazane zagadnienie opisano
w dwoch wariantach.

Wariant I, w ktorym realnie inwestor moze sprzeda¢ posiadang liczbg instru-
mentow finansowych x (portfel), przy czym potencjalny popyt y jest wigkszy od x.

z(x) =cx—ky (gdyzy > x) )

Wariant II zaktada, ze inwestor moze zby¢ nie mniejsza liczbg instrumentow
finansowych w porownaniu do popytu y.

zy(x) =cy—ky
badz:
2(x) = (c—k)y (gdyzy<Xx) (10)

Jezeli intensywno$¢ zbycia jest zmienng losowa, to warto$¢ oczekiwana zy-
sku Z jest rowniez zmienng losowa oraz suma wartosci oczekiwanego zysku
z dwdch alternatywnych sytuacji, tj. z; oraz z,. Model oczekiwanego zysku
przyjmie wigc postac:

E(2) = E(Z)) + E(Z,) (11)
Przyjmuje sig, ze zbycie instrumentéw finansowych ma rozktad normalny

[Jajuga K., Jajuga T. 1998, s. 154]. Na rys. 1 przedstawiono gestos¢ rozkladu
prawdopodobienstwa zmiennej X.
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p(x)

Pi(x)

Rysunek 1
Krzywa gestosci rozktadu prawdopodobieristwa zmiennej X
Zrédto: Badania wtasne.

W zwiazku z tym, iz posta¢ funkcji ggstosci p(x) nie jest znana, nie bedzie
mozliwe uzyskanie w analizie decyzyjnej w sposob bezposredni rozwiazania
jednoznacznego (dla optymalnego y* oraz x*). W tym przypadku mozna prze-
prowadzi¢ proces analityczny w nastgpujacy sposob:

y
E(z) = j 2z, p(x)dx = j (cx—ky) p(x)dx (12)
0
oraz
E(z) = [ 2p(x)dx =[ v(e~ky) p(x)dx (13)

Uwzgledniajac wzor (11) i odpowiednie przeksztatcenia w obszarze rachun-
ku catkowego otrzymujemy:

y m
E(2) = [(ex—ky) p(x)dx + [ (e —ky) p(x)dx =
0 y

Y y m m
= [(ex— k) p(x)dx— [ ky p(x)dx+ [ ey p(x)dx— [ ky p(x)dx =
0 0 y y

y y m m
= c_[ xp(x)dx — ky_[p(x)dx + cyj p(x)dx — kyj p(x)dx =
0 0 y y

y y

y y m m
= cj xp(x)dx — ky{l.p(x)dx + J p(x)dx] + cy_[ p(x)dx (14)
0 0
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Wiedzac z rachunku catkowego, iz:
m y m
'fp(x)dx = jp(x)dx+ I p(x)dx =1 (15)
0 0 y

zalezno$¢ (14) mozna zredukowac¢ do postaci:

y m
E(z)= c_[xp(x)dx + cyj p(x)dx —ky (16)
0 y

Nastegpnie, poniewaz y jest wielkoscia zmienna, wykorzystujac wtasnosci ra-
chunku rézniczkowego oraz catkowego, mozna zapisac:

¥y
diy{ ] xp(x)dx} = 1p(») a7)
takze:
diy[y'[ p(x)dx] =—yp(y) (m = const.) (18)
y

Obliczenie pochodnej dE(2) i przyréwnanie jej do zera pozwala ustali¢
dy

dystrybuante w przedziale catkowania od y do m:

a’EdJ(;Z) - ci[j.xp(x)dx] + cljfp(x)dx + cydiylljf p(x)dx} k=

0

= ap(y)+c| p(x)dx—cyp(y)—l =
y

=c[ p(x)dx—k =0 (19)
y

stad:
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[ peoax =% (20)
y

c

Relacja k wskazuje jaka czg$¢ popytu y moze by¢ zrealizowana posiadana
c
liczba instrumentow finansowych x (z przedziatu (y : m) — por. rys. 1).

Wprowadzenie do (15) zaleznosci (20) prowadzi do formuty:

[ @)
0 C

c—k > k maksymalny zysk znajduje si¢ w punkcie od-

¢ c .
powiadajacym zrealizowanej sprzedazy x; przedziatu <0; y> z prawdopodobien-

c—k < k , to maksymalny zysk
c c

znajdzie si¢ w punkcie x, przedzialu <y; m> z nizszym prawdopodobiefistwem
niz py(x) (por. rys. 1).

Zatem wartosci ¢ oraz k dla portfela I sktadajacego si¢ z czterech spotek
(PKM, GTC, RPC, WWL) wynosza:

¢ = 162,875 jednostek (wzor 7) — jest to iloraz wartosci biezacej strumienia
przychodow 1 liczby spotek w portfelu, tj. 651,5/4;

k = 31,45 jednostek — jest to iloraz warto$ci zaangazowanego kapitatu
w nabycie portfela i liczby spotek w portfelu, tj. 125,8/4.

Stad warto$¢ dystrybuanty dla portfela I wynosi:

W przypadku, gdy

stwem nie wyzszym niz p(x). Jezeli zachodzi

c—k 162,87—31,45

=0,807
¢ 162,87
Poniewaz <— k > k , zysk maksymalny znajduje si¢ w punkcie x| przedziahu
c c

<0; y> (por. rys. 1).
Na mocy zaleznosci:

F(x)+P(x)=1

prawdopodobienstwo wystapienia zysku z; wynosi:
P(x)=0,193 (19,3%)
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Dla portfela II sktadajacego sig z trzech spotek (GTC, RPC, WWL) wartosci
¢ 1k wynosza:

¢ = 344,00 jednostek
k= 53,73 jednostek
Stad warto$¢ dystrybuanty dla portfela II:

344,00 —53,73

— 0,844(84,4%)
344,00

oraz P = 0,156 (15,6%)
Zachodzi wiec nierdwno$é
<0; y> (por. rys. 1).

Z przeprowadzonej analizy wynika, Zze inwestor powinien zby¢ portfel 11
mimo wyzszej efektywnosci kreacji kapitatu wyrazonej wyzsza wartoscia bie-
7aca ciagltego strumienia przychodow. Jednakze prawdopodobienstwo realizacji
tego portfela jest nizsze niz portfela I.

>—, a zatem x, znajduje si¢ w przedziale
C C

Podsumowanie

W artykule przedstawiono koncepcjg optymalnego sterowania portfelem in-
westycyjnym na rynku kapitalowym. Sterowanie zasobami kapitatu angazowa-
nego w transakcjach finansowych ma na celu jego efektywne wykorzystanie, tj.
maksymalizowanie jego kreacji.

Proces sterowania wiaze si¢ z wyborem (zakupem) optymalnego portfela
akcji zapewniajacego nie tylko generowanie dodatkowego kapitatu, ale takze
odpowiednio wysoki poziom prawdopodobienstwa jego realizacji.

W artykule optymalnemu sterowaniu poddano dwa portfele. Optymalizacj¢
przeprowadzono dwiema metodami dajacymi rozne wartosci kreacji kapitatu.

Badanie pogl¢biono ocena maksymalizacji zysku w warunkach stochastycz-
nych, w ktorej okreslono poziom prawdopodobienstwa realizacji obu analizowa-
nych portfeli.

Z przeprowadzonych badan wynika, Ze portfel generujacy wyzszy poziom efek-
tow kapitatlowych daje nizszy poziom prawdopodobienstwa ich realizacji. Inwestor
na tym etapie procesu sterowania powinien dokonac¢ sprzedazy tego portfela.

Zalozenia przyjgte w procesie badawczym zostaly zrealizowane dla danych
empirycznych z lat 2005-2006. Autor kontynuuje badania w obszarze sterowa-
nia portfelami inwestycyjnymi, stosujac obydwa prezentowane warianty dla ko-
lejnych okresow badawczych po 2006 r. Wyniki badan bgda przedmiotem kolej-
nego opracowania.
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Some aspects of optimal control applied to an
investment portfolio in the capital market

Abstract

Thearticlepresentsaconceptofcapitalmanagement forassemblinginvestment
portfolios. Two optimization variants of a portfolio to be purchased are discussed.
Portfolio I is structured using the “traditional method”. To assemble portfolio II,
elements of reliability theory and the dynamic programming method were used.
The article also analyses the sale of a portfolio with respect to the demand for
financial instruments in the capital market.






