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Kilka uwag o formalnych zasadach
matematycznego modelowania zjawisk
ekonomicznych i interakcji spotecznych

Wstep

Matematyka jako nauka abstrakcyjna, ktorej jezykiem sa symbole i forma-
lizmy, wyrosta na gruncie badania §wiata materialnego. Elementy rachunkéw
1 wyobrazen geometrycznych ksztaltowaty si¢ pod wptywem obserwacji. Trudno
jednak stwierdzi¢, w jaki sposob rozwijaty si¢ u ludzi pojecia abstrakcyjne. Rola
samych matematykow w rozwiazywaniu tej kwestii jest raczej niewielka i roz-
wiazania nalezy tu szuka¢ biorac do pomocy innych naukowcow. Matematyka
sama w sobie tworzy natomiast czgsto wyimaginowane obiekty, ale takze rodzi
nowe idee, ktére zaczynaja zy¢ wlasnym zyciem, a nawet rozwijaja si¢ nieza-
leznie. Wdziera si¢ do zagadnien techniki, produkcji, ekonomii oraz nauk przy-
rodniczych. Czgsto jednak bada formy rzeczywistosci nie wnikajac do konca
w ich tre$¢, dlatego w gruncie rzeczy przybliza rzeczywistos¢, a doktadniej bu-
duje pewien schemat przebiegu rzeczywistych zjawisk i nastgpnie go bada.

Matematyka nalezy do tych niewielu nauk, ktorych elementy zaczgly sig
ksztattowaé wraz z rozwojem ludzko$ci. Wyobrazenia matematyczne ksztatto-
waly si¢ pod wpltywem codziennego doswiadczenia. Znaczace postgpy w tej
dziedzinie zostaly dokonane juz w starozytnych Egipcie i Grecji. Przed staro-
zytnymi Grekami nie bylo wlasciwie matematyki w naszym rozumieniu. Byty
to tylko rozproszone recepty na rozwiazanie poszczegolnych zadan, zwigzanych
z rolnictwem, budownictwem, rachunkami handlowymi, podatkami i wojsko-
woscia. Prawdziwa eksplozje rozwoju zagadnien matematycznych odnotowano
w XVII 1 XVIII wieku. Wtedy tez matematyka zaczgla si¢ rozwija¢ jako samo-
dzielna nauka. Wowczas to nowoczesna fizyka zaledwie zdazylta si¢ narodzic,
chemia byta w stadium embrionalnym, ekonomia wprawdzie istniata, ale byta
to nauka gldwnie opisowa, wykazujaca co najwyzej potrzebe ,,uscislenia” wielu
zagadnien, a biologia — w dzisiejszym rozumieniu tej nauki — ,,nawet si¢ nie
poczeta”. W wieku XIX i na poczatku XX matematyka i inne nauki zostaty grun-
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townie przeksztalcone przez odkrycia, z ktorych szybko wyrosty ogolne teorie.
I tak na przyktad teoria grup, pozostajaca w XIX wieku w ramach algebry, zosta-
ta wykorzystana przez fizyke XX wieku. Kluczowym osiagnigciem dziewigtna-
stowiecznej matematyki byto jednak odkrycie nieeuklidesowej geometrii, ktora
nie musi spetnia¢ aksjomatu réwnolegtosci, co doprowadzito do powstania mo-
deli istotnych dla teorii wzglgdnos$ci. Rowniez rachunek tensorowy, opracowany
w ramach geometrii r6zniczkowej, zostat wykorzystany przez teori¢ wzgl¢dno-
sci. W owym czasie powstaly algebra macierzy, teoria grup, algebra Boole’a
1 prawie natychmiast znalazty zastosowanie w ekonomii, elektrotechnice oraz
fizyce atomu.

Gwattowny rozwdj teorii ekonomii, a wlasciwie teorii gospodarki wolno-
rynkowej, nastapit po 1776 roku, kiedy to ukazala si¢ praca Adama Smitha za-
tytulowana ,,Badania nad natura i przyczynami bogactwa narodow”, w ktorej
znalazly si¢ slynne slowa o ,,niewidzialnej rgce rynku”. Oprocz tych stow we
wspomnianej pracy Smith wprowadzil pojecie wartosci naturalnej, co obecnie
utozsamiane jest z tzw. ceng rownowagi. Smith rozumiat warto$¢ naturalng jako
ceng przecigtna, ,,ustalajaca si¢” w dtuzszych okresach, réwna sumie ptac, renty
gruntowej 1 zyskow z kapitatu, co sktadalo si¢ na koszty produkcji. W miare
rozwoju tej teorii okazato sig, ze aby sprawdzi¢ argumenty Smitha dotyczace
zharmonizowanych interakcji nieskrgpowanej gospodarki, niezbgdna jest jakas
naturalna struktura pozwalajaca modelowac¢ interakcje uczestnikéw rynku i for-
mutowa¢ odno$ne wnioski wynikajace z tych interakcji. Mozna powiedzie¢, ze
juz wowczas zaistniata wigc potrzeba tworzenia modeli stuzacych do opisu zja-
wisk ekonomicznych.

Mniej wigcej w tym samym czasie francuski ekonomista Frangois Quesnay
(1694—-1774) podjal probe stworzenia mechanizmu rzadzacego gospodarka.
W rezultacie w 1759 roku powstala pierwsza w ekonomii tablica przeptywow
migdzygalgziowych, tzw. tableu economique, co mozna uzna¢ za jeden z pierw-
szych modeli ilustrujacych okreslone zjawisko ekonomiczne.

Konstruowanie modeli jest metoda stosowana w celu uproszczenia proble-
moéw 1 zwigkszenia w ten sposdb szans na ich rozwiazanie. Obecnie modelem na-
zywa si¢ badz zbior zalozen upraszczajacych badz sam przedmiot modelowania,
lub tez zbior przedmiotow spetniajacych okreslone zatozenia. Istnieje podziat
modeli na realne i nominalne. Model realny mozna otrzymac¢ przez konstrukcje
fizycznego uktadu przedmiotow, upraszczajacego badang rzeczywistosé, a zara-
zem dostatecznie do niej upodobniona. Model nominalny to, w pewnym sensie,
rowniez uktad ,przedmiotéw”, ktérymi moga by¢ indywidua, klasy, a nawet
relacje przyporzadkowane wyrazeniom danej teorii. Niezaleznie od rodzaju mo-
delu nalezy pamigtaé, ze jest on tylko formalnym opisem wymagajacym weryfi-



25

kacji. Sprawdza si¢ go doswiadczalnie. Jezeli wynikajace z niego wnioski pasuja
do rzeczywistosci, to mozna go uzna¢ za model dobry.

W przypadku ekonomii oraz nauk spotecznych model powinien by¢ dosta-
tecznie szeroki, aby umozliwi¢ uwzglednienie catego szeregu zjawisk i reakcji
ekonomicznych. Rzeczywiste uzywanie symboli matematycznych w opisie zja-
wisk gospodarczych zostato zapoczatkowane dopiero w XVIII wieku przez An-
toine’a Cournota (1802—-1877), w wydanej w 1838 roku ksigzce zatytulowane;:
»Rozwazania nad zasadami matematycznymi teorii bogactwa”. Nalezy jednak
zaznaczyc¢, ze przez wiele lat nie sprzedano ani jednego egzemplarza tej ksiazki,
ale jak si¢ okazalo nie z powodu wzoréw, tylko braku zrozumienia! W 1863 roku
Cournot zdecydowat si¢ na nowe wydanie, z ktorego usunal matematyke, co
niestety nie zwigkszyto poczytnosci tekstu. Podobny los spotkat takze inne prace
opatrzone wzorami matematycznymi. Dopiero w latach 70. XIX wieku postugi-
wanie si¢ matematyka stato si¢ powszechne. Zaczety si¢ pojawia¢ modele ma-
tematyczne zmierzajace do opisu zjawisk ekonomicznych za pomoca uktadoéw
rownan. Modele proponowane przez Leona Warlasa w Szwajcarii (1834—1910)
1 Wilfreda Pareto we Wioszech (1848-1923) zapoczatkowaly nurt w ekonomii
zwany szkota matematyczna. Warlas w pracy zatytutowanej ,,Elementy eko-
nomii politycznej” (1874) uzyt uktadu réwnan do opisu zaleznosci pomigdzy
cenami towaréw a popytem i podaza. Nie umiat wprawdzie go rozwiazac, ale
sugerowat w ten sposob, ze istnieje cena, przy ktorej obie wymienione wielkosci
wyrownuja si¢, zachowujac inne warunki zalozone w tym opisie. Innymi stowy
sugerowal, ze istnieje punkt rownowagi dajacy si¢ wyrazi¢ w postaci liczbowe;j.
Poprawny dowdd istnienia punktu rownowagi nie byl jednak w tym czasie moz-
liwy do przeprowadzenia, gdyz nawet matematyka nie dysponowata odno$nymi
narzedziami. Brakowato na przyktad twierdzenia o punkcie statym, ktore dopie-
ro w 1909 roku sformutowat i udowodnit Brouwer [ Wycech-Losiowa 1973].

John M. Keynes (1883—-1946), autor epokowego dzieta ,,Ogdlna teoria za-
trudnienia, procentu i pieniadza” z 1936 roku, wptynat zasadniczo na dalszy
rozw0j mysli ekonomicznej, ale zastynal z tego, ze niezbyt chgtnie stosowat
matematyke w swoich badaniach, a tych co ja stosuja wrecz dyskryminowatl.
Twierdzit proroczo, ze to gldwnie reakcje psychologiczne uczestnikoéw rynku
pozwalaja osiagna¢ stan rownowagi. Dopiero czytelnicy Keynesa, na przyktad
L.R. Klein, w oparciu o jego opisowe teorie tworzyli sformalizowane modele
gospodarcze. Odnotowac takze nalezy, ze wraz z rozwojem modelowania eko-
nomicznego pojawiaty si¢ 1 inne liczne glosy krytyki. Pisano: ,,(...) Rachunki
nie sa przyczyna ani skutkiem i z tego wzgledu nie sa przedmiotem naszych
dociekan. Ot6z we wszystkich naukach pewnos$¢ tkwi w oczywistosci samych
przedmiotow. Jesli nie osiagniemy tej oczywistosci, ktoéra poddaje rachunkowi
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fakty 1 dane dajace si¢ liczy¢ i mierzy¢, rachunek nie naprawi naszych bigdow”
[Siedlecki 2000, s.13].

Powszechnie przyjmuje si¢, ze wspodlczesna ekonomia matematyczna
i ekonometria narodzity si¢ na przelomie lat 20. i 30. XX wieku ,,w serii prac”
genialnego matematyka wegierskiego pochodzenia, o szerokich zaintereso-
waniach, Johna von Neumana (1903-1957). Byl on autorem licznych prac
z zastosowan matematyki w r6znych dziedzinach wiedzy. Jego przyjaciel, ame-
rykanski matematyk polskiego pochodzenia, Stanistaw Ulam twierdzit nawet,
ze jedyna dziedzina, w ktorej von Neuman nie probowat stosowaé matematy-
ki byla stomatologia. Von Neuman zauwazyl, ze wiele zagadnien ekonomicz-
nych, zwlaszcza tych, w ktorych dochodzi do rywalizacji albo tez kooperacji,
mozna ,,spaizowac” (od greckiego stowa oznaczajacego ,,gre”), co oznacza, ze
mozna sformutowaé je w jezyku teorii gier. W 1937 roku Neuman napisat na
przyktad pracg o wiele mowiacym tytule: ,,O pewnym uktadzie rownan ekono-
micznych i uogoélnieniu twierdzenia Brouwera o punkcie statym”. Jego artykuty
z zastosowan matematyki w ekonomii zakresu zostaty zebrane w pracy ,,Teoria
gier 1 postgpowania ekonomicznego”, ktora ukazata si¢ w 1944 roku, a zostala
opublikowana wspolnie z ekonomista Oskarem Morgensternem. Warto jednak
w tym miejscu nadmieni¢, ze tworcami szeroko rozumianej teorii gier, wyrostej
z matematyki, a stosowanej m.in. w naukach spotecznych, sa polscy matematy-
cy ze stynnej szkoty lwowskiej. Pierwsza praca z teorii gier autorstwa Hugona
Steinhausa z 1925 roku, zatytulowana ,,Definicje potrzebne do gry i poscigu”,
ukazata si¢ w jednodniowce ,,Mysl akademicka” we Lwowie. Jest to niewielka
praca, niemajaca nawet charakteru publikacji naukowej, w ktorej zostato wpro-
wadzone pojecie strategii (rozumianej jako sposob gry), normalizacji gry, pojeg-
cie funkcji wyplaty, ktore charakteryzuje kazda gre oraz zasada wyboru strategii
minimaksowej. Wedtug Steinhausa, gra jest walka i zabawa rownoczes$nie, i1 nie
istnieje cywilizacja bez gier. Nalezy jednak zaznaczy¢, ze piszac te prace Ste-
inhaus nie wiedzial, ze znany matematyk Emil Borel parg lat wczesniej (1921,
1924) doszedt do podobnych co on sam wnioskdéw, wprowadzajac pojgcie stra-
tegii czystej, mieszanej 1 byt bliski sformulowania twierdzenia o minimaksie.
Po wojnie praca Steinhausa byla nieosiagalna i sam autor ustanowil nagrode¢
za jej odnalezienie. W 1957 roku profesor Ajdukiewicz znalazt egzemplarz w
bibliotece Uniwersytetu Lwowskiego. Nastgpnie w 1960 roku za sprawa Sta-
nistawa Ulama praca ta po przettumaczeniu dotarta do Stanéw Zjednoczonych.
Zostala opublikowana w fachowym pi$mie zajmujacym si¢ sprawami morskimi
Naval Research Logistic Quaterly i zostala opatrzona wstgpem przez znanego
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ekonometryka Harolda Kuhna' [Ryll-Nardzewski 1973]. Inne prace z zakresu
teorii gier, a wlasciwie dotyczace sprawiedliwego podziatu pisali Stefan Banach
i Bronistaw Knaster, rowniez z Iwowskiej szkoty matematyki.

Nalezy odnotowac, ze rowniez Abraham Wald byt autorem dwoch prac eko-
nomicznych, ktore uzupetnit wzorami (1935, 1936). Zostaty w nich sformuto-
wane modele matematyczne opisujace zjawiska gospodarcze oraz podano Sciste
dowody istnienia réwnowagi w tych modelach. Prace te zostaty jednak doce-
nione dopiero w latach 50. XX wieku i staly si¢ impulsem powstania nowych
kierunkow badan we wspotczesnej ekonomii. Prace Walda daty poczatek teorii
rownowagi ogodlnej, a prace Neumana teorii liniowych modeli wzrostu gospo-
darczego.

Piszac o pionierskich pracach z ekonomii, w ktérych uzyto matematyki, nie
sposob nie wspomnie¢ o pracach Jana Tinbergena i Michata Kaleckiego.

W lipcu 1933 roku naktadem Instytutu Badan Koniunkturalnych ukazala
si¢ praca Michata Kaleckiego ,,Proba teorii koniunktury”. Jesienig tego roku jej
skrocona wersj¢ Kalecki przedstawil w jezyku niemieckim na III europejskiej
konferencji Towarzystwa Ekonometrycznego (Leyden, 30.09-2.10.1933). An-
gielska wersja wspomnianego referatu, zatytutowana ,,A Macrodynamic Theory
of Bussines Cycles ”, zostata opublikowana w 1935 roku w Econometrice, No. 3,
pp- 327-344. W analogicznym okresie opublikowano rowniez francuska wersje
,,Proby teorii koniunktury”.

Glownym przedmiotem ,,Proby teorii koniunktury” jest teoria cyklu, a takze
problemy zwiazane z nakrgcaniem koniunktury §wiatowej oraz aspektami pet-
nego zatrudnienia. Cyklami koniunkturalnymi Kalecki zajat sig, poniewaz zain-
spirowata go praca Tinbergena ,,Ein Schiffbauzyklus?”2. Tinbergen przedstawit
w niej model endogenicznego cyklu budowy statkow 1 opisat za pomoca rowna-
nia rozniczkowego z opdznieniem:

f,=—af,_g, a>0

gdzie U = 2 jest opdznieniem,

f;  —jest funkcja rozmiaréw globalnego tonazu,

7 , —przyrostem tonazu w czasie ¢ (pierwsza pochodna po czasie),

a  —jest wspotczynnikiem intensywnosci reakcji zmian tonazu w stosunku do
jego globalnych rozmiarow.

"Harold Kuhn wspominat réwniez o tym fakcie prezentujac referat zatytutowany ,,58 years as a
game theorist: where have we been and are we going?” w trakcie konferencji z teorii gier: SING
w 2006 roku we Wtoszech. Nadmienit przy tym, Ze jest to pierwsza praca o grach.
2_Weltwirtschaftliches Archiv”, Kiel. 1931, t. XXXIV, cz. 2, s. 152-164.
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Opdznienie ¥ oraz intensywnos¢ reakcji a prowadza w modelu Tinbergena
do cyklicznych wahan budowanych statkow. Ten wtasnie pomyst wykorzystat
Kalecki w ,,Probie teorii koniunktury”, gdzie opisat cykliczne zmiany inwesty-
cji, zyskow, globalnej produkc;ji i zatrudnienia. Swoja teori¢ obwarowat wieloma
bardzo istotnymi zatozeniami. Przyjal, migdzy innymi, ze uklad gospodarczy
jest zamknigty i pozbawiony trendu, co w gruncie rzeczy prowadzi do tego, ze
po kazdym cyklu powraca do stanu pierwotnego. Dodatkowo zatozyl, ze ogdlna
wielko$¢ zapasow w okresie catego cyklu pozostaje stala. Kolejne wazne zato-
zenie dotyczyto czasu wykonania inwestycji. Zalozyl on bowiem, ze czas ten nie
zalezy od rodzaju inwestycji.

Model cykli koniunkturalnych zaprezentowany przez Kaleckiego nie do-
czekal si¢ jednak nalezytego miejsca w teorii ekonomii. Laczy si¢ 6w model
raczej z nazwiskiem Nicolasa Kaldora, ktory go udoskonalit (Drabik 2003). Teo-
rie ekonomiczne Kaleckiego bardzo czgsto poparte sa wyrafinowanym, jak na
wspolczesne mu czasy, aparatem matematycznym. Warto doda¢, ze Kalecki byt
samoukiem zaréwno z matematyki, jak i ekonomii.

Kolejnym wartym odnotowania faktem jest ksigzka Paula Samuelsona zaty-
tutowana ,,Zasady analizy ekonomicznej” z 1945 roku, ktora zostala opatrzona
przez autora wiele mowiacym mottem: ,,Matematyka to jezyk” [Wycech-Losio-
wa 1973, s. 106].

Lata powojenne to stopniowy i coraz intensywniejszy rozwoj ekonomii ma-
tematycznej, ekonometrii, badan operacyjnych i teorii gier. Wymienione dziedzi-
ny staraty si¢ uja¢ w postaci modeli zasadnicze procesy gospodarcze, jakimi sa:
produkcja, transport, rozdzial strumieni dobr, wzrost gospodarczy, teoria cykli
koniunkturalnych, wszelkiego rodzaju procesy decyzyjne, a takze konkurencja,
kooperacja i negocjacje. Za pomoca matematyki badano te procesy wyciagajac
wnioski o tresci ekonomicznej. Do konstrukcji modeli ekonomicznych, ekono-
metrycznych i1 decyzyjnych uzywano wielu poj¢¢ matematycznych w zalezno-
sci od poruszanej tematyki. Wiele zagadnien zostalo sformutowanych w jezyku
»podzbiorow wypuklych przestrzeni liniowych” i ich przeksztatcen ciaglych,
a gtownym narzgdziem dowodowym staty si¢ twierdzenia o punkcie stalym.
Badania operacyjne (podejmowanie decyzji) zawierajace teori¢ optymalizacyj-
na postugiwaty si¢ programowaniem liniowym i dynamicznym. Podejmowanie
decyzji, jak powszechnie wiadomo, jest elementem kazdej dziatalnosci gospo-
darczej. Prawie w kazdym przypadku przy podejmowaniu decyzji trzeba spel-
ni¢ okreslone warunki. Mozna zatem mowic¢ o zbiorze decyzji dopuszczalnych,
ktory w wigkszos$ci przypadkow jest wypuklym podzbiorem pewnej przestrzeni,
a liczba elementéw tego zbioru jest rownoliczna ze zbiorem liczb rzeczy-
wistych (ma moc continuum). W zwiazku z istnieniem nieskonczonej licz-
by decyzji dopuszczalnych zrozumiate jest dazenie ekonomistow do podjgcia
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decyzji najlepszej, w sensie optymalnej. W tym celu formuluje si¢ kryterium
optymalizacyjne. Zaré6wno kryterium optymalizacyjne, jak i same warunki za-
pisuje si¢ w jezyku matematyki, a kryterium przedstawia si¢ jako funkcje celu.
Do zapisania i rozwazenia owych warunkow uzywa si¢ algebry liniowej. Al-
gebra liniowa stuzy tu do opisywania obiektow strukturalnych umieszczonych
w przestrzeniach R". W tym przypadku pojawia si¢ potrzeba zmiany sposobu
myslenia odno$nie przejscia z plaszczyzny lub ,,namacalne;j” jeszcze przestrzeni
R? do R", co moze stanowié spora trudnoé¢ dla ekonomistow. R™ nie jest ,,po
prostu kolejna” przestrzenia, lecz uogoélnieniem teorii przestrzeni pewnego typu.
Przez to zastosowanie algebry do opisu zjawisk ekonomicznych wymaga swo-
bodnego przechodzenia od jezyka operatorow liniowych do jezyka macierzy.

Coraz czgsciej stosuje sig, zwlaszcza przy modelowaniu procesow ekono-
micznych zmieniajacych si¢ w czasie, rownania rozniczkowe. Czgsto, gdy tra-
jektorie bedace rozwiazaniami tychze réwnan ,traca” stabilno$¢, remedium
na ten ,,ktopot” staje si¢ teoria chaosu [Creedy 1994]. Siggni¢to rowniez do
procesow stochastycznych, gdyz wiele zmieniajacych si¢ w czasie zagadnien
ekonomicznych zalezy od przypadku, a randomizacja decyzji jest sprawa dos¢
powszechna. Coraz czesciej rowniez stosuje si¢ w ekonomii wyniki dotyczace
gier, w tym bayesowskich (np. aukcje). Konkurencja i kooperacja prezentowane
w jezyku teorii gier to coraz czg$ciej rozwazane zagadnienia nie tylko w eko-
nomii, ale rowniez w zarzadzaniu. Na szczeg6lna uwage zastuguje ,,wymyslo-
ny” przez Melvina Dreshera 1 Merrila Flooda z Rand Corporation w latach 50.
XX wieku dylemat wigznia, ktory, jak si¢ okazato, nie jest patologia, ale norma
w naukach spotecznych.

Coraz wigcej zagadnien ekonomicznych pozornie ,,niematerialnych”, bo
sterowanych przez ,niewidzialng rgk¢ rynku”, daje si¢ wyjasni¢ za pomoca
zmatematyzowanych praw fizyki. Dotyczy to wielu zagadnien, zwtaszcza zwia-
zanych ze stanami rownowagi. Od pewnego czasu przyjmuje si¢ bowiem, ze
rownowaga ekonomiczna to nie tylko réwno$¢ popytu i podazy, ale rOwniez stan
gospodarki, do ktorego uktad pozostawiony sam sobie samoczynnie dazy pod
wpltywem pola ,,sit”, ktore na niego oddziatuje. Istnieje podej$cie mowiace, ze
w wielu uktadach ekonomicznych stan tzw. rownowagi trwatej moze by¢ stanem
wymuszonym przez skonczona liczbg oscylacji. Przy takim podejsciu do analiz
uzywa si¢ tzw. modelu pajeczyny. Mozna wprawdzie spotkaé si¢ z twierdze-
niem, ze trwale stany rOwnowagi wymuszonej nie sa ekonomicznie pozadane,
ale nikt nie kwestionuje, iz sa one konieczne do osiagnigcia réznych celow, w
tym pozaekonomicznych, co potwierdza na przyktad ostatni kryzys w swiecie fi-
nansow. Wymuszenie ,,rownowagi” nastapilo przez ,,wpompowywanie” ogrom-
nych kwot na ratowanie bankow i innych instytucji finansowych.
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Analiza dynamicznego charakteru réwnowagi, nie zawsze oczywistego
dla niektorych ekonomistéw, oraz zjawiska rownowagi czastkowej (ruchomej)
doprowadzita do skonstruowania odpowiednich modeli dynamicznych wielu
zjawisk. Modelami takimi, a takze okresleniem ich stabilnos$ci zajmowali sig:
wspomniany juz P. Samuelson, K.J. Arrow, T. C. Koopmans, J.R. Hicks, G. Sti-
gler, R. Lucas oraz inni. Warto doda¢, ze ze wzgledu na ztozonos$¢ obliczenio-
wa wspotczesnych modeli okreslajacych uktad ekonomiczny w réwnowadze,
a takze nawracajace coraz glebsze kryzysy spoleczno-ekonomiczne, pojawito si¢
w ekonomii pojgcie nierownowagi jako statej cechy uktadow gospodarczych
[Siedlecki 2000, s. 19].

Modelowanie zjawisk ekonomicznych

Wspolczesny ekonomista nie moze si¢ obejs¢ bez aparatu matematycznego.
Jeden ze swoich artykutow A. Smoluk zaczat stowami Henriego Theila: ,.(...)
prawa ekonomiczne wyrazaja si¢ w wigkszos$ci przypadkow w do$¢ prostej for-
mie matematycznej” [Smoluk 1988, s. 11]. Ot6z wydaje sig, ze stowa te prawdzi-
wie oddaja istniejacy stan rzeczy. Model ekonomiczny to uproszczone odzwier-
ciedlenie rzeczywistosci, ktore jednak nie uwzglednia wszystkich jej aspektow.
Na ogot eliminowane sa informacje majace niewielkie znaczenie, co pozwala
ekonomiscie skupi¢ si¢ na cechach zasadniczych rzeczywistosci ekonomiczne;.
W teorii modelowania zjawisk ekonomicznych przy uzyciu formalizmoéw mate-
matyki mozna w zasadzie wyrdzni¢ dziedziny: ekonomi¢ matematyczna, ekono-
metrig 1 teori¢ podejmowania decyzji, zwanga roéwniez badaniami operacyjnymi,
a takze teorig gier.

Ekonomia matematyczna jest to, w uproszczeniu, dziedzina ekonomii wyko-
rzystujaca jgzyk matematyki do tworzenia modeli w postaci uktadu zatozen o po-
wigzaniach migdzy charakteryzujacymi dane zjawisko zmiennymi ekonomicz-
nymi. W przeciwienstwie do ekonometrii preferuje ona podejscie aksjomatyczne
do okreslonego problemu, pomijajac czgsto weryfikacje owych zalozen. Model
ekonomiczny wyrazony w jezyku matematyki powinien uwzgledniac istotne dla
danego problemu zmienne ekonomiczne oraz nie powinien zawiera¢ apriorycz-
nych zatozen co do rezultatow, jakie maja powsta¢c w wyniku interakcji miedzy
r6znymi uczestnikami.

Istnieje podejscie, ktore mowi, ze ekonomia matematyczna zrodzita si¢ na
bazie ekonomii klasycznej, a konkretnie jej waznego dziatu, za ktory uwaza si¢
teorig¢ uzytecznosci. Rozwaza si¢ na ogot koszyk dobr, wzgledem ktorego uczest-
nicy rynku przejawiaja pewne preferencje, co w efekcie sprowadza si¢ do tego,
ze wektorowi x z przestrzeni R" (moze to by¢ wektor okre$lajacy pewne zasoby)
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przyporzadkowuje si¢ liczbg rzeczywista u(x), zwana uzytecznoscia wektora x.
Znajac z kolei funkcjg uzytecznosci, poszukuje si¢ takiego koszyka dobr, ktory
zmaksymalizuje uzyteczno$¢ przy danym uktadzie cen i ustalonych wydatkach.
Otrzymuje si¢ w ten sposob okreslone zadanie decyzyjne.

Ekonometria, z kolei, zrodzita si¢ z powiazania badan matematyczno-eko-
nomicznych z doswiadczeniem, a modele ekonometryczne to formalny mate-
matyczny opis istniejacych, czgsto potwierdzonych doswiadczalnie, istniejacych
prawidlowos$ci ekonomicznych. Charakteryzuje si¢ tym, ze dazy do empiryczne-
go badania powiazan mi¢dzy mierzalnymi zjawiskami ekonomicznymi. Ekono-
metria to takze nauka zajmujaca si¢ ustalaniem za pomoca metod statystycznych
konkretnych ilosciowych prawidlowosci wystepujacych w zjawiskach ekono-
micznych. Model ekonometryczny, z kolei, to konstrukcja formalna, ktora za
pomoca rownania lub uktadu réwnan przedstawia zasadnicze powiazania wy-
stepujace migdzy rozpatrywanymi zjawiskami ekonomicznymi. Istnieja rézne
rodzaje modeli ekonometrycznych: statyczne i dynamiczne, deterministyczne
i stochastyczne, proste, czyli opisujace zwiazek tylko miedzy dwoma wielkos$cia-
mi, i ztozone, czyli ustalajace relacje migedzy wigksza liczba zmiennych. Kolejne
podziaty to: liniowe i nieliniowe, jednorownaniowe 1 wieloroOwnaniowe, symu-
lacyjne 1 prognostyczne, bezwarunkowe 1 warunkowe, przyczynowo-skutkowe,
symptomatyczne, kontrolne i optymalizacyjne itd. Konstruujac model ekonome-
tryczny nalezy pamigta¢ o tym, ze wskazane jest, aby miat on nie tylko warto$¢
poznawcza z punktu widzenia teorii ekonomii, ale rowniez warto$¢ praktyczna,
czyli aby mogt stuzy¢ jako narzedzie wnioskowania w przysztos¢. Bibliografia
poswigcona modelom ekonometrycznym jest ogromna.

We wstepnej czgsci niniejszej pracy zostato zasugerowane, ze budujac mo-
dele konkretyzujemy prawa nauki. W zaleznos$ci od ,,modelowanych zagadnien”
terminy i pojecia naukowe powinny by¢ dobrze zdefiniowane; okreslony ma by¢
rowniez zakres znaczeniowy. Okazuje sig, ze jest to jednak zbyt mato, aby zbudo-
wac dobry model ekonometryczny. Istnieja jednak liczne przeszkody uniemoz-
liwiajace prawidtowa konstrukcj¢ modelu ekonometrycznego. Naleza do nich
m.in. ubogie ilosciowo, nickompletne i obarczone btedami dane statystyczne,
brak wiarygodnej teorii ekonomicznej gwarantujacej bezbtedny dobor zmien-
nych, zmienne wchodzace w sktad modelu nie powinny by¢ ze soba skorelowane
1 ten problem jest trudny do wyeliminowania. Nalezy réwniez ograniczy¢ daz-
no$¢ do wprowadzenia do modelu wytacznie zmiennych silnie skorelowanych ze
zmienng endogeniczna, gdyz generowane jest w ten sposob zjawisko powtarza-
nia. Prawda jednak jest, ze nauki spoteczne bardzo czgsto zajmuja si¢ procesami
wykazujacymi silne wzajemne skorelowanie. Reasumujac, konstrukcja modelu
ekonometrycznego polega na odtworzeniu zwiazkow i relacji faczacych zmienna
objasniang z trafnie dobranymi zmiennymi obja$niajacymi. Z punktu widzenia
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,»Czyste]” matematyki model ekonometryczny jest rowniez ,,gtadka rozmaito-
$cia” zanurzona w przestrzeni euklidesowej wymiaru skonczonego. Wspoirzedne
tej rozmaito$ci interpretuje si¢ ekonomicznie [Smoluk 1988]. Smoluk twierdzi
rowniez, ze model ekonometryczny jest ,.konstrukcja sztuczna, aproksymujaca
w jakims$ sensie dane statystyczne” [Smoluk 1988, s. 13].

Warto doda¢, ze nadrzegdnym celem tworzenia modelu ekonometrycznego
jest prognozowanie. Proces wnioskowania w przyszto$¢ na podstawie modelu
ekonometrycznego nazywamy predykcja, konkretny za$ wynik tego procesu na-
Zywa si¢ prognoza.

Kolejne miejsce w modelowaniu zjawisk ekonomicznych zajmuja procesy
podejmowania decyzji. Najczesciej rozwiazuje si¢ je za pomoca programowania
matematycznego. W celu sformutowania, a nastgpnie rozwigzania problemu de-
cyzyjnego mozna postuzy¢ si¢ nastgpujacym schematem.

Zminimalizowa¢ (lub zmaksymalizowac) f(x) przy warunku xeX, gdzie x
moze by¢ nieznang liczba rzeczywista, nieznanym wektorem liczb rzeczywi-
stych, nieznang funkcja, nieznanym wektorem, ktorego sktadowymi sa funkcje; f
oznacza dana funkcje, ktora nazywana jest funkcja celu, X oznacza zbior warun-
kéw ograniczajacych; zbior ten moze by¢ okreslony za pomoca pewnego uktadu
warunkow (np. nierdownosci i rownosci). Rozwiazaniem dopuszczalnym nazywa
si¢ kazdy element x zbioru X, a rozwigzaniem optymalnym nazywa si¢ element
x* zbioru X minimalizujacy (lub maksymalizujacy) funkcje celu, tj.

min f(x) = f(x*) (max f(x) = f(x*))

xe X x€X

Nalezy jednak pamigtaé, ze bardzo czgsto formutujac problem, nie jest jasne
czy istnieje rozwiazanie optymalne, mato tego — czy istnieje rozwigzanie dopusz-
czalne. Jezeli nie istnieje rozwigzanie dopuszczalne, to problem prognozowania
matematycznego nazywany jest problemem sprzecznym. W przeciwnym wy-
padku problem jest niesprzeczny, co nie jest jednak rownoznaczne z istnieniem
rozwigzania optymalnego [Grabowski 1980]. Warto doda¢, ze najbardziej zna-
ne jest programowanie liniowe (uktad warunkéw oraz funkcja celu zapisane sa
w formie réwnan lub nierownosci liniowych). Rozwiazanie tego problemu wy-
maga znajomosci algebry liniowej i dobrego rozumienia istoty i wlasnosci prze-
strzeni R". Prawdopodobnie wiekszo$¢ rzeczywistych probleméw decyzyjnych
to jednak problemy wielokryterialne rozstrzygane przez grupe decydentow, kto-
rzy podejmujac decyzje inspirowani sa zasada Pareto: ,,dany stan §wiata A jest
bardziej preferowany niz B, jesli przynajmniej jedna osoba ma lepiej a nikt go-
rzej w Anizw B”.
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Czesto w procesach podejmowania decyzji powstaja sytuacje zblizone do
tych, z ktorymi mamy do czynienia w réznego rodzaju grach, a tymi zajmuje
si¢ teoria gier. Bada ona modele takich sytuacji decyzyjnych, w ktorych wynik
zalezy od kilku niezaleznych podmiotoéw, majacych pewna swobodg dziatania
i podejmowania decyzji — czyli graczy. Decyzje gracze podejmuja w ramach
regut gry. Suma niezaleznie podjgtych dziatan generuje nowy stan, ktory mozna
uzna¢ za wynik gry. Kazdemu wynikowi odpowiada okreslona wypftata, ktora
stanowi miarg stopnia osiagnigcia celu kazdego z rywali. Miara ta moze przyj-
mowac posta¢ pieni¢zna i zazwyczaj jest wyrazana w kategoriach zysku i kosz-
tu. Wyptate mozna zdefiniowac rowniez w kategoriach zdobyczy terytorialnych,
liczby 0s6b zabitych lub rannych (w grach wojennych), stopnia opanowania ryn-
ku, obnizek stawek celnych itp. Reasumujac, wyptata stanowi syntetyczny mier-
nik preferencji gracza. Sposrod okreslonych regut gry gracze dobieraja strategie.
W grach strategia okresla plan ruchow, ktérych w trakcie gry nie moze zmieni¢
ani przeciwnik, ani natura. Zdarzaja si¢ rowniez sytuacje, podczas ktorych dwie
lub kilka grup stara si¢ osiagna¢ wiasne cele. Cele moga by¢ zardwno zbiezne
jak 1 przeciwstawne. Mozna zatem moéwi¢ o kooperacji lub konkurencji. Kazda
grupa badz pojedynczy podmiot usituje znalez¢ najlepsza w danych warunkach
lini¢ postgpowania (optymalng strategi¢). Kazda gra podlega z géry okreslonym
regutom. Grupy, czyli gracze, wykonuja ruchy w okre§lonym porzadku. Kaz-
demu ruchowi odpowiada wyptata. Gdy przy koncu gry suma wygranych jest
roOwna zeru, to gra jest nazywana gra o sumie zerowej. W przeciwnym wypadku
jest to gra o sumie niezerowej. Gracze powinni obrac¢ takie strategie, aby zapew-
ni¢ sobie maksymalng wygrana nawet przy najlepszej odpowiedzi przeciwnika.
W tym celu stosowane sa rézne metody, rowniez te wykorzystujace progra-
mowanie matematyczne. Teoria gier, pomimo iz naktada bardzo silne warunki
na sposob przebiegu gry, pozwala uzyska¢ wiele wnioskow o duzym znacze-
niu praktycznym w réznych gateziach wiedzy. Teoria gier ma duza przysztose,
gdyz moze zajmowac si¢ nie tylko modelowaniem zjawisk gospodarczych,
w ktorych uczestnicza konkurujace lub kooperujace ze soba podmioty, ale row-
niez uwzglednia¢ nastroje i reakcje uczestnikow rynku (w sposob liczbowy). Za-
poczatkowana w latach 80. XX wieku przez psychologéw Daniela Kahnemana
i Amosa Tversky’ego teoria perspektywy, ktora mowi, ze gospodarka nie tylko
»prawidlowosci”, ale rowniez ludzie oddziatujacy przez swoje zachowania na
rynek, moze znalez¢ swoje odzwierciedlenie rowniez w modelach ekonomicz-
nych, a to wlasnie za sprawa teorii gier. Rozwoj ekonomii behawioralnej, bo taka
nazwe nosi nurt zapoczatkowany przez Kahnemana i Tversky’ego, przyczynit si¢
takze do ,,zakwestionowania”, a wlasciwie rozszerzenia podstawowych zatozen,
na ktorych opiera sig teoria gier — zalozenia o racjonalno$ci i egoizmie graczy.
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Prezentacja materiatlu naukowego z uzyciem wzorow

Prezentacja materialu naukowego jest sztuka i niezbednym elementem
warsztatu naukowego [Stone 1961]. Oprocz zasad pisania wzorow ilustrujacych
omawiane zagadnienia nalezy pamigta¢ o tym, ze dobry artykut naukowy powi-
nien by¢ pisany zgodnie z przyjetymi przez pisSmiennictwo naukowe zasadami.
Najwazniejsze jest to, co si¢ chce czytelnikowi przekaza¢ i w tym celu nalezy
odrzuci¢ zbgdne szczegodtly. Jeremy Bernstein, popularyzator nauki, stwierdzit,
Ze najwazniejsze jest to, aby sam autor wiedzial, co pisze i méwi [Stern 1983].
Piszac pracg naukowa nalezy wyrazac si¢ w sposob jasny, prosty i uporzadkowa-
ny. Nalezy atrakcyjnie, a jednocze$nie oszczednie przedstawiac fakty.

Artykul badz inna praca naukowa powinny by¢ napisane zwig¢zlym jezykiem
1 stanowi¢ obiektywny opis badan oraz wynikajacych z nich rozwazan. Moga
jednak zawiera¢ odwotania do innych prac, co pozwoli lepiej uzasadni¢ argu-
menty zwiagzane z wynikami wtasnych badan [Lindsay 1995].

W artykule badz pracy naukowej juz we wstgpie nalezy jasno okresli¢ przed-
miot i cel pracy. Artykut przeznaczony do publikacji w wybranym czasopismie
naukowym oprdcz precyzyjnego wywodu i zwigztego jezyka powinien mie¢ tak-
ze szczegolne cechy stylu wymaganego przez redakcje tego czasopisma. Wyniki
badan ztozone z wigcej niz kilku liczb wygodnie jest przedstawi¢ w formie wy-
kresow i tabel. Uzycie tych narzedzi nie zwalnia jednak od napisania spojnego
tekstu, ktéry powinien zawiera¢ odwotania do wspomnianych tabel 1 wykresow.
Rysunki i wykresy sa dobra forma prezentacji materiatu, jezeli celem jest wska-
zanie ogolnej tendencji. Uzycie wzordéw ilustrujacych omawiane zagadnienia
jest jak najbardziej uzasadnione, pod warunkiem, ze maja one Scisty zwigzek
z prezentowanymi badaniami.

Wskazane jest, by tekst zostat podzielony na akapity, gdyz jest to pomocne,
gdy trzeba si¢ skupic¢ na jednym i to konkretnym elemencie. Styl artykulu nie
powinien by¢ ,.kwiecisty” ani tez napisany niejednoznaczno$ciami. Kryterium
jasnego wyrazania wszelkiego rodzaju mysli lub argumentéw powinno przy-
Swieca¢ calemu tekstowi.

Na szczeg6lna uwage zastuguja prace, w ktorych celowe wydaje sig uzycie
symboli oraz wzordéw, czyli ,,jezyka matematyki”. Termin ,,j¢zyk matematyki”
rozumiany jest jako zestawienie symboli, wzoréw 1 tekstu stownego w okre-
slonym jezyku. Symbole matematyczne oraz wzory powinny przeplatac si¢
z tekstem stownym. Zdarza si¢ jednak, ze wiele prac z tzw. matematyki ,,czystej”
sktada si¢ prawie wytacznie ze wzorow i tylko od czasu do czasu wystepuja
zwroty ,,stad”, ,,zatem”, ,,z tego wynika” itp. Jest takze wiele prac, o ktorych
na pierwszy rzut oka trudno powiedzie¢, ze sa pracami matematycznymi, gdyz
przypominaja czysta beletrystyke. Istnieja rowniez teksty ,,mieszane”, z mniej-
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sza lub wigksza symboli matematycznych. W tekstach tych zaréwno czgs$¢ sym-
boliczna, jak réwniez stowna odgrywa zasadnicza, aczkolwiek czgsto r6zna rolg.
Stowny tekst powinien by¢ jednak $cisle zwiazany z tekstem symbolicznym,
o czym bylo juz wspomniane. Korzystanie z tekstu stownego w publikacjach
naukowych jest konieczne, ale powinien to by¢ jezyk standaryzowany. Istnieje
pewien sposob standaryzacji potaczen jezyka matematyki z tekstem slownym
roéwniez w pracach ekonomicznych. W tym celu w konkretnej dziedzinie usta-
la si¢ doktadne reguty wprowadzania nowych wyspecjalizowanych terminéw
przez eliminacj¢ wyjatkow gramatycznych i pozostawienie tylko tych, ktore sa
niezbedne do przekazywania mysli. Chodzi o to, azeby nawet pobiezna znajo-
mos$¢ jezykow obcych wystarczala do zrozumienia napisanych prac.

Symbolika postugiwano si¢ juz w starozytnosci. Pozwalala ona bowiem na
uscislenie jezyka i przeksztalcenie go w wygodny aparat utatwiajacy myslenie.
Symbole matematyczne stanowia uniwersalny aparat, ktory powstal z tradycji
mowy 1 pisma. Jgzyk symboli matematycznych ma to do siebie, ze pozwala na
zapisanie dowolnej teorii, w ktorej celowe wydaje si¢ uzycie ,,jezyka matematy-
ki”. Stosuje si¢ przy tym syntaktyczne $rodki jezyka: zwiazki logiczne zastepuja
spojniki, funkcje opisuja relacje migdzy podmiotem a orzeczeniem, kwantyfi-
katory zastepuja stowa ,,wszystkie”, ,,pewne” itp. Nalezy jednak pamigtac, ze
nie istnieje ,,jezyk matematyczny”, ktéry mogiby postuzy¢ do opisania nawet
najbardziej wyrafinowanych teorii matematycznych bez stow. Umiejgtne sto-
sowanie symboliki tacznie z tekstem zwigksza doktadnos¢ nie tylko wyktadu
matematycznego, ale rowniez wielu innych dziedzin z zakresu zastosowan ma-
tematyki. Nalezy pamigta¢ o tym, ze do wykazania stusznosci rozumowania nie
sa az tak konieczne wyrafinowane pojg¢cia i struktury aksjomatyczne. Wystarczy
do tego celu jedynie zrozumienie zastosowanych symboli i jasna idea tego, co
zamierza si¢ napisa¢ [Thom 1974].

Nie ulega watpliwosci, ze aby stworzy¢ jakikolwiek model przy uzyciu j¢zy-
ka matematyki, trzeba biegle operowa¢ podstawowymi pojgciami z tej dziedziny.
,,Postep matematyki 1 jej zywotnos$¢ zalezaty zawsze od abstraktu, ktory pomagat
konkretowi, oraz od konkretu zywiacego abstrakt” [Kac 1963, s. 203].

Podsumowanie

Zagadnienia zastosowan matematyki generuja nowe idee matematyczne i na
odwrdt, istnieja teorie matematyki ,,czystej”, ktore moga okazac si¢ przydatne w
praktyce. Nigdy nie jest do konca jasne, ktore to idee mozna ,,odkomenderowac”
do zastosowan i vice versa, jaki model opisujacy rzeczywisto$¢ stanie si¢ bodz-
cem do tworzenia nowych teorii matematycznych.
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Istnieja takie dziedziny wiedzy, ktorych przedstawiciele wznosza potgzne
barykady przeciwko przenikaniu matematyki do ich nauki. Nie brakuje ich réw-
niez wsrod ekonomistow. Zdarzaja si¢ rowniez matematycy dumni z faktu, ze
nic z tego, co kiedykolwiek stworzyli, nie dato si¢ zastosowa¢ do czego$ inne-
go niz czystej matematyki. Z drugiej jednak strony, nalezy pamigta¢, ze nic na
site. Istnieje, zwlaszcza w ekonomii, olbrzymie zapotrzebowanie na rzemiosto
matematyka. Stuzac rzeczywistosci nie nalezy jednak porzucaé¢ marzen i dzieli¢
matematyke¢ na czysta i stosowana. ,,Potaczone razem tworza nowe marzenia
1 nowe namig¢tnosci. Roztaczone, moga zgina¢ oba” [Kac 1963, s. 204]. Naj-
wazniejsze w nauce jest jednak to, aby nie zaszufladkowa¢ mysli twoérczej, gdyz
prowadzi to do kompletnej destrukcji. W tym miejscu warto za Markiem Kacem
przytoczy¢ stowa Einsteina, ktory w autobiograficznym szkicu wyrazit zaniepo-
kojenie poziomem nauczania w czasach mu wspotczesnych (teraz jest jeszcze
gorzej — przyp. autorki): ,,W rzeczywistosci nie odbiega od cudu to, ze nowocze-
sne metody nauczania jeszcze zupetnie nie zdlawity §wigtej ciekawosci docie-
kan; bowiem ta delikatna ro$linka poza potrzeba bodzca wymaga glownie wol-
nosci, bez ktérej niewatpliwie stanie si¢ wrakiem i ruina. Jest cigzkim btedem
mysle¢, ze rados¢ poszukiwan i badan mozna podsyci¢ przymusem i poczuciem
obowiazku.” [Kac 1963, s. 202].
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Several comments on formal rules of mathematical
modeling economic phenomena and social
interactions

Abstract

Mathematics as an abstract science was derived from studies and analyses of
the material word. However, “pure” mathematics very often creates its imaginary
objects which develop independently, lead their own “imaginary” lines and
very seldom have their equivalent in the surrounding reality. Nevertheless
a completely new aspect of mathematics is highlighted when it is used for
describing real phenomena, since — due to its highly formalized language — it
enables practitioners, including economists, to specify relations and operations
between objects under study.

In order to achieve this goal the appropriate models have been created. The
construction of new models in economic science (and in many other domains)
aims simplifying and formalizing many problems which, in fact, may increase
the probability of finding relevant solutions. Furthermore, from the economic
point of view, due to the high precision with highlighted above models work,
essential conclusions are to be drawn, which subsequently may prove relevant
for the progress of science.

The aim of this paper is to present how modeling economic phenomena and
social interactions have been developed within many years by using formalized
language of mathematics economic phenomena and social interactions which
have been developed within many years by using formalized language of
mathematics.






