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ESTYMACJA UDZIALOW METOD A REGRESJI GRZBIETOWEJ

Streszczenie:W pracy przedstawiono metpe@stymaciji opast na regresji
grzbietowej, ktora ma zastosowanie, gdy zmiennesolgjace s silnie
skorelowane i rownoczmie nie jest m#liwa redukcja modelu. Taka
sytuacja ma exto miejsce podczas proby oceny udziatu poszczggoln
naktadow w produkcji catkowitej. Rozéania teoretyczne zilustrowano
estymujic udzialy czterech podstawowych naktadow, tj. ziekapitatu
obrotowego, kapitatu trwatego i pracy, w produkeplniczej Fran%'i
i Wielkiej Brytanii na podstawie danych statystygeh za okres 1973-2003.

Stowa kluczowe: udziaty czynnikéw produkcji, funkcja Cobba-Dougias
regresja grzbietowa.

WSTEP

Jedn, z najstarszych postaci funkcji produkcji jest fajgkCobba i Douglasa
[1928]. Charakteryzuje siona rozacznaicia nakladow, co oznaczae kraxcowa
stopa substytucji porgilzy kazdymi dwoma naktadami jest niezate od poziomu
zaangaowania pozostatych naktadéw. Jak stwierdza Swarjd684], funkcje
o takiej] wiasnéci najlepiej nadaj sig do opisu biologicznych procesow
produkcyjnych. Funkej Cobba-Douglasa wy#hia ponadto prostota pozwale
na estymaeg jej parametréw metodami regresji wielokrotnej, yrezzym
szacowane parametry nie taswojej interpretacji ekonomicznej, nawestlie
zmienne wyraone g w postaci indeksow. Wymienione wlasobpowoduj, ze
funkcja Cobba-Douglasa jestesto wykorzystywana w badaniach ekonomiczno-
rolniczych [Stako 1987].

Jak wiadomo, nakilady bigre udziat w procesie produkcjia szwykle
wzgledem siebie komplementarne Iub substytucyjne. O zmadeiach tych
mozemy sg¢ przekona analizupc skorelowanie zmiennych oBjaajacych
w oparciu o wieloletnie szeregi czasowe. Jednakessikorelowanie zmiennych
objasniajacych powoduje,ze standardowa analiza regresji oparta na metodzie
najmniejszych kwadratow me by nieskuteczna, dostarczej irracjonalnych
ocen parametrow funkcji produkcji [Doll 1974]. Wkieh przypadkach zalecagsi
redukci modelu regresji poprzez eliminadednej lub kilku spérdéd najbardziej
skorelowanych zmiennych oBjdajacych. Takie rozwizanie nie jest jednak
przydatne, gdy celem oszacowania funkcji Cobba-Ixszgjest uzyskanie ocen
elastycznéci produkcji wzgkdem wszystkich naktadéw, ktore przy zadaiu
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liniowej jednorodnéci funkcji produkcji mog by¢ utazsamione z udziatami
poszczegoblnych nakladow w procesie produkcji [Hersimeyer i Witzke 1991].
W takim przypadku mdiwym rozwigzaniem jest skorzystanie z regres;i
grzbietowej. Przedstawienie tej ae metody w zastosowaniu do oszacowania
udziatéw czterech podstawowych nakladéw w produkojiniczej jest celem
niniejszej pracy. Rozwania teoretyczne zostarzilustrowane analig rolnictwa
francuskiego i brytyjskiego w oparciu o dane stgtymne obejmujce okres 1973-
2003. Wybor tych krajéw rdych producentéw rolniczych byt podyktowany
Z jednej strony dosgpnascia danych ekonomiczno-statystycznych, a z drugiej
strony clecia pokazaniaze proponowane rozazanie jest niezalme od wielkdci
produkcji oraz od jej struktury.

FUNKCJA COBBA-DOUGLASA | ESTYMACJA STANDARDOWA

Wsréd gtéwnych naktadow produkcji rolniczej poza prdt) i kapitalem
trwatym (K) zwykle wyr@nia sk ziemk (Z2) oraz kapitat obrotowyN). Wiazac
wymienione naklady z wiellégia produkcji rolniczej Q) za pomoeg funkcji
Cobba-Douglasa, otrzymamy zates¢:

Q:AL’B"K’BKZ’BZ NAN 1)
gdzie A (A > 0) jest parametrem efektywdod, natomiast parametrg (0< S <1),
i =L, K, Z, N, 3 elastycznéciami produkcji wzgtdem naktadéw. Feli funkcja Q
jest liniowo jednorodna, to suma elastycmigest rowna jedngei, co pozwala
utozsamt parametrys, i =L, K, Z, N, z udziatami nakladéw w produkd) [patrz
np.: Henrichsmeyer i Witzke 1991; Nasitowski 2004].

Jezeli proces produkcji jest rozpatrywany weciy dynamicznym, to
dodatkowo w zaknosci (1) naley uwzgkdni¢ efekty postipu technicznego.
Standardowym podgiem w takim przypadku jest przygie zataenia,ze postp
oddziatuje na wydajrig catego procesu produkcyjnego. Wtedy funkcja profiuk
przyjmie posté:

Q = ALKz N et @)
gdzie €' jest funkch okreslajaca catciciowy efekt postpu technicznego
w zaleznosci od czasu. Tak ugty postp techniczny, zwany neutralnym pgstm
Hicksa (patrz np. Intriligator 1957; Pawilowski 1978ntle, 1986), nie jest
ukierunkowany naaden z naktaddéw.

Najprostszy sposéb estymacji parametrow funkcji (Blega na jej
Zlogarytmowaniu, ktéra to zaleos¢ uzupetniona o sktadnik losowy prowadzi do
modelu regres;ji wielokrotnej

y=XB+¢ ®)
gdzie y jest wektorem wielkei produkcji w kolejnych okresach szeregu
czasowego najpierw zlogarytmowanych, a ¢g@se scentrowanych przez edie
sredniej, X jest macierg zmiennych objgniajacych, przeksztatconych analogicznie
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jak wielkosci produkcji, 8 jest wektorem nieznanych udziatbw uzupetnionych
0 parametry, reprezentujcy stah stog wzrostu produkcji wynikajca z postpu
technicznego, & jest wektorem nieskorelowanyche8bw losowych o jednakowe;j
wariancji &.

Poniewa poszczegdllne naklady bime udzial w procesie wytwdrczym
zwykle pozostay w silnym zwiazku, co jest zwjzane Rdz =z ich
komplementarnszia (korelacja dodatnia) lub ich substytucyjom (korelacja
ujemna), wg¢c kolumny macierzyX w modelu (3) mog by¢ bliskie liniowej
wspotzalenosci. W rezultacie oceny udzialdw mogie spetnia wymaganych
zaloven, a same o0szacowania udzialdbw uzyskane metodjmniejszych
kwadratow,

B=(X"X)"X'y, 3)
moa charakteryzowasie zbyt duzymi odchyleniami standardowymi.

W przypadku, gdy w wyniku wspoHiniowoi zmiennych obijgniajacych
macierzX' X jest prawie osobliwa i nie jest dgghazadna informacja dodatkowa,
estymaa parametrow w modelu (2) mwa oprzé na zaproponowanej przez
Hoerla i Kenarda [1970] regresji grzbietowej. Estyar grzbietowy przyjmuje
wtedy posta:

BK) = (X' X +K) X'y, @)
gdziek jest odpowiednio dobrarstah dodatna.
Estymator (4) dlak=0 pokrywa si z estymatorem najmniejszych
kwadratow (3), tj. BO=4. O estymatorze tym wiadomo ponadto [patrz np.
Mardia, Kent i Bibby 1979],ze suma kwadratéw ohgien ﬁi (k), skladowych

wektoraé(k), rosnie wraz ze wzrostem wasm statej k oraze réwnoczénie suma
ich wariancji maleje. Wynika &l istnienie takiej wartwi k > 0, ze tzw. sredni
btad kwadratowy estymatora grzbietowego jest mniejsziz estymatora
najmniejszych kwadratéw. Warto tu nadmignie sredni bhd kwadratowy jest
standardow miara jakosci estymatorow obgizonych.

Ustalenie stalejk jest jednak uzalmione od znajoméiei nieznanych
parametréw modelu. 81 powstaje problem wyboru wdeiwej wartagci k. Szereg
takich propozycji wraz z obszernymi badaniami syaoyjnymi przedstawit
ostatnio Kibria [2003]. W badaniach tych, opartytéd metodzie Monte Carlo,
analizowano zachowanie siedmiu estymatoréw grzbwath, z ktorych trzy
wykorzystup statek wyliczone wedtug naspujacych formut:

~2

1867 o B na)
w ===, Kam :pzﬁz’ Kam :Uz(l__l ,B.ZJ , (5)

gdzie p jest liczla zmiennych objgniajacych, a oceny parametrévy sizyskane
metod, hajmniejszych kwadratéw.
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Statak  byta zaproponowana przez Lawlessa i Wanga [197&pmiast
dwie pozostale state, z ktorych pierwsza wykorZzgstiredna harmonicza,
a druga sredng geometryczy, s propozycjami Kibria [2003]. W przepro-
wadzonych badaniach state te prowadzitgsciej niz inne wartéci do redukcji
sredniego bdu kwadratowego. Nie oznacza te tak jest zawsze luke oceny
parametrow spetai postulowane zal®nia, co w rozwzanym tu problemie
estymacji udziatbw ma znaczenie zasadnicze. Z teggledu réwnie inne
wartcici statejk musz by¢ brane pod uwag

WSKAZNIKI EKONOMICZNE

Dla ilustracji praktycznej przydatdo regresji grzbietowe] w estymacii
wielkosci udziatbw poszczegolnych nakladéw w produkcjikostitej poddamy
analizie dane ekonomiczno-statystyczne z lat 198B2dotycace produkcii
rolniczej Francji i Wielkiej Brytanii.

Za miak oskgnictego poziomu produkcji@) przyjeto indeksy agregatowe
wielkosci produkcji z calego rolnictwavglume index of agricultural output),
publikowane przez EUROSTAT.aSne skonstruowane wg formuty Laspeyresa,
przy czym za baz przyjeto rok 2000. Produkcja rolnicza wg metodyki
EUROSTAT (Manual on the economic accounts for Agriculture and Forestry,
2000) obejmuje obok podstawowych kategorii, jakimi produkcja rélinna
i zwierzca, take ustugi rolnicze.

Do opisu kapitatu trwatego i obrotowego wykorzystardwniez zmienne
typu agregatowego, publikowane przgezany agend i skonstruowane wedtug tej
samej formuty. | tak za miakapitatu K) przyjeto indeksy ildci zuzytego kapitatu
trwatego brutto w danym roku w procesie produkgjiniczej (olume index of
fixed capital consumption), w ktérych sktad wchodzmiedzy innymi: plantacje
wieloletnie, stado podstawowe, maszyny iadeenia, budynki, wypoganie
przeznaczone do transportu, deszczownie. Natomégstat obrotowy K) opisano
za pomog ilosciowych indeksow ztycia pcgredniego w poszczegdélnych latach
(volume index of total intermediate consumption). W ich sktad wchodg takie
wielkosci jak: nasiona i materiat reprodukcyjny, pasze ailaerzt, nawozy i ule-
pszaczesrodki ochrony rélin, srodki farmaceutyczne dla zwieitz paliwa i smary,
naprawy, materiaty konservagie maszyny i budynki.

Natomiast s robocz (L) zaangaowarg w procesie produkcji wyeano
liczba aktywnych zawodowo w rolnictwieegonomically active population in
agriculture), a ziemé (Z2) powierzchm uzytkdbw rolniczych griculture area).
Obie te zmienneasudostpniane przez FAOSTAT.

Publikowane dane statystyczne, ze wdgl na ich ziaoncs¢, réznia sig
forma i postaci ich prezentacji. Ziemia i sita robocza jest przadéona w warto-
sciach bezwzgldnych, a produkcja, kapitat i naklady w formie ikdéw
agregatowych dynamiki. W zagku z tym wartéci danych opisujcych ziemg
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i sitg roboca przedstawiono rowniew formie indekséw dynamiki, a dodatkowo
wartasci wszystkich zmiennych przeliczono w stosunku akur1973.

ESTYMACJA UDZIALOW

Analiz¢ regresji zwykle poprzedza wyznaczenie wspotczydwilkorelaci
liniowej. Dla rolnictwa francuskiego i brytyjskiegavspélczynniki takie dla
wielkosci produkcji i badanych czterech naktadow, po iabgalrytmicznej
transformacji, przedstawiono w tabeli 1, przy cayad przektna podano korelacje
wyznaczone dla Francji, a panj przektnej dla Wielkiej Brytanii.

Tabela 1. Wspotczynniki korelacji liniowej

Francjc Produkcja Ziemia Kap. obrotowy Praca Kap. trwaly

Wielka Brytania Q Z N L K
Produkcja * -0.9203 0.9743 -0.9410 0.7578
Ziemia -0.7838 * -0.9247 0.9864 -0.6828
Kap. obrotowy 0.9059 -0.7713 * -0.9478 0.8302
Praca -0.8657 0.9502 -0.8674 * -0.7478
Kapitat trwaty 0.0959 0.3843 0.1772 0.2815 *

Zr6dto: obliczenia wiasne

tatwo spostrzecze w przypadku rolnictwa francuskiego wszystkie zme
sa silnie skorelowane, podczas gdy dla rolnictwa ysitiego silnie skorelowane
sa wszystkie zmienne z watkiem kapitatu trwatego, ktory réwnienie wykazuje
korelacji liniowej z wielkdcia produkcji. W konsekwencji standardowa analiza
regresji mae nie dawé zadowalajcych rezultatbw. To przypuszczenie
potwierdzag wyniki przedstawione w tabeli 2.

Tabela 2. Wyniki estymacji udziatdw metpdajmniejszych kwadratéw

. Udzialy nakladows.p.) Postp
Kraj
Bz B A B 14 R g
Francja 2.0677 1.4104 1.5357 -0.2868 0.0699 0.97380253

(1.0858) (0.1676) (0.5056) (0.1299) (0.0204)

Wielka Brytania 0.9762 0.4496 2.0298 -0.2777 0.0367 0.9531 0.0263
(0.5553) (0.2871) (0.5009) (0.2126) (0.0057)
Zr6dto: obliczenia wiasne

W obu przypadkach &6d uzyskanych ocen parametr@yi =2Z, N, L, K,
otrzymano wartéci ujemne lub wiksze od jednii, co jest sprzeczne z przgymi
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zalazeniami o funkcji produkcji. W zwizku z powyszym pozostaje poszukiwanie
trafniejszych oszacowia Temu celowi sty regresja grzbietowa. Dobor stalkej
mozna oprzé na jednym ze wzorow (5), ale mma te skorzysté z informacji
dodatkowej wynikajcej z faktu,ze parametryf5, i =Z, N, L, K, @2 udziatami
sumupcymi sk do jedndci, czyli ichsrednia wynosi 0,25. Za stgk mazna zatem
rowniez przyja¢ wartasé

-2

o 22

@/4)?

Whynikajace z regresji grzbietowej oszacowania udziatow wramchy-
leniami standardowymi i pozostatymi charakterystgkanodelu uzyskane dla
roznych wartdci statejk, w tym réwnie dla wartéci wynikajacych ze wzorow (5)
i (6), zestawiono w tabeli 3 (rolnictwo francuskie)w tabeli 4 (rolnictwo
brytyjskie).

Analizujac uzyskane wyniki przede wszystkim ngle zauway¢, ze
wszystkie rozpatrywane tu modele charakteryzuje opod determinacja,
poréwnywalna z determinacjmodelu estymowanego metpchajmniejszych
kwadratow. Dla danych rolnictwa francuskiego wspginik determinacji jest
w granicach od 93% do 97%, a dla danych rolnictwgyfjskiego w granicach
92% do 95%. Warto tu teodnotowd, ze stopié determinacji maleje wraz ze
wzrostem wartéci stalej k. Ponadto, dlak > 0.02, oszacowania udziatowa s
dodatnie, a ich suma jest bliska jeéitip przy czym wraz z dalszym wzrostem
wartcsci statej k oszacowania udziatbw rogn a oszacowania ich dmow
standardowych malgj Wreszcie naley zauwayc¢, ze statek wyliczone zgodnie ze
wzorami (5) r@nia si¢ znacznie, co nie pozwala na wskazanie jednej usalee]
formuly, a raczej przemawia za prowadzeniem analisiokrotnie dla ranych
wartcsci k.

Decydujc sie na wybor konkretnych oszacoiwadzialdow naley pamktac,
ze im wiksza warté¢ k tym wieksze obcizenie ocen, ale i mniejszy dot
standardowy. Zatem powirimy wybiera& zestaw ocen odpowiaday maziwie
matej wartdci k i najlepiej tak, aby warté kazdego oszacowania przewszata
oszacowanie jego ddu standardowego. Nie zapewnia to statystycznejniaici
parametréw modelu, ale jej wymuszanie jest wbrelarejopraktyce.

(6)

S=
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Tabela 3. Wyniki estymacji udziatow naktadéw w pukdji rolniczej Francji w latach
1973-2003 metagregresji grzbietowej

Udziaty naktadows.D.) Suma  Postp

5 A B B udziatow y R
0.0000t"  1.4558 1.3778 1.3819 -0.2646  3.9509 0.0618 0.9728

Statak

(1.1177) (0.2015) (0.5910) (0.1565) (0.0231)

0.00055" -0.5025 1.2210 0.6169 -0.1977 1.1377 0.0256  0.9635
(0.5257) (0.2192) (0.4571) (0.1656) (0.0169)

0.01000 0.0115 0.8807 0.1988 -0.0928 0.9983  0.0136.9556
(0.1148) (0.1624) (0.1196) (0.1332) (0.0060)

0.01026  0.0150 0.8750 0.1980 -0.0901 0.9980 0.0135 0.9554
(0.1131) (0.1613) (0.1183) (0.1327) (0.0059)

0.02000 0.0947 07151 0.1926 -0.0118 0.9905  0.0149.9493
(0.0777) (0.1294) (0.0907) (0.1173) (0.0049)

0.0233f 0.1098 0.6778 0.1944 0.0071 0.9892 0.0153  0.9475
(0.0718) (0.1214) (0.0857) (0.1130) (0.0047)

0.03000 0.1324 06179 0.1988 0.0380 0.9871  0.0160.135@
(0.0632) (0.1080) (0.0780) (0.1053) (0.0043)

0.04000 0.1546 05539 0.2050 0.0717 0.9852  0.01689400
(0.0545) (0.0928) (0.0695) (0.0955) (0.0039)

0.05000 0.1693 05085 0.2101 0.0960 0.9838 0.0175938Q
(0.0485) (0.0813) (0.0631) (0.0874) (0.0036)

0.06000 0.1798 0.4747 02141 01143 09829 0.0179.9360
(0.0438) (0.0724) (0.0578) (0.0806) (0.0033)

Zr6dto: obliczenia wiasne

Kierujac sk tymi wskazaniami mma uznd, ze w rolnictwie francuskim
udziat kapitatu obrotowego jest napkszy i wynosi 51% (statke = 0.05). Udzialy
pozostatych naktadéwaav kolejncici: praca — 21%, ziemia — 17% i kapitat trwaty
—10%. W rolnictwie brytyjskim rozktad udziatéw jeshy. Uzyskane oszacowania
dla k = 0.03 wynosgz odpowiednio: praca — 37%, ziemia — 24% i kapitadaty —
26% oraz naklady — 12%. Natomiast oszacowana roczigpa posipu
technicznego dla rolnictwa obu krajéw jest podobwaha s¢ 1.6 — 1.7%. Wyniki
te zdaj sie potwierdz& réznice w strukturze produkcji rolniczej obu badanygh
krajow. Rolnictwo francuskie nastawione bardziej mpaodukcg roslinna,
wymagajca wigkszego kapitatu obrotowego na nawoz§radki ochrony rélin,
oraz rolnictwo brytyjskie raczej skoncentrowane paodukcji zwierzcej
wymagajcej wigkszych naktadéw pracy.
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Tabela 4. Wyniki estymacji udziatéw naktadéw w puidji rolniczej Wielkiej Brytanii w
latach 1973-2003 metadegresji grzbietowej

Udziaty naktadows.D.) Suma  Postp

b5 Jon B Bk udziatow Yy R
0.0000t" 0.8705 0.4031 1.9334 -0.2305 2.9764 0.0355 0.9530

Statak

(0.6432) (0.3375) (0.5809) (0.2426) (0.0065)
0.00158" 0.0436 -0.0540 0.8212 0.2445 1.0554 0.0226  0.9372
(0.3416) (0.2660) (0.3266) (0.1466) (0.0043)
0.01000  0.2018 0.0160 0.5078 0.2672 0.9928  0.0186.9326
(0.1268) (0.1628) (0.1400) (0.1164) (0.0027)
0.01106  0.2073 0.0248 0.4933 0.2665 0.9919 0.0184  0.9322
(0.1191) (0.1558) (0.1323) (0.1144) (0.0026)
0.02000  0.2308 0.0802 0.4168 0.2608 0.9886  0.0171.9300
(0.0830) (0.1145) (0.0932) (0.1012) (0.0020)
0.03000  0.2397 0.1169 0.3745 0.2565 0.9876  0.0163.928@
(0.0656) (0.0885) (0.0720) (0.0903) (0.0016)
0.04000  0.2434 0.1403 0.3495 0.2539 0.9872  0.0158.927@
(0.0557) (0.0722) (0.0594) (0.0817) (0.0014)
0.05000  0.2453 0.1564 0.3330 0.2523 0.9870  0.0155.9266
(0.0489) (0.0610) (0.0510) (0.0746) (0.0013)
0.06000  0.2463 0.1682 0.3211 0.2513 0.9869  0.0153.926Q
(0.0439) (0.0529) (0.0448) (0.0687) (0.0012)
0.08764" 0.2474 0.1887 0.3008 0.2499 0.9868 0.0149  0.9250
(0.0346) (0.0386) (0.0339) (0.0564) (0.0010)

Zr6dto: obliczenia wiasne
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Estimation of factor shares by ridge estimator

Summary: In the papers the method of estimatiotofahares based on the ridge
estimator is presented. This technique can be thegdmulticollinearity among the
explanatory variables is presence and reductiomodlel is impossible. This
situation takes often places then you calculateesbffactor in production.

Its practical application concerning the estimatmishare of four elementary
factors: land, labour, working capital and fixedpital in the agricultural
production of France and Great Britain in period@3-2003, is also investigated.

Key words: factor share, Cobb-Douglas productiarcfion, ridge regression



