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ESTYMACJA “INDEKSU OGONA” WYBRANYCH SZEREGOW
FINANSOWYCH ZA POMOC A ENTROPII RENYI'EGO.

Streszczenie:W pracy przedstawiono wegine wyniki estymacji indeksu ogona
rozktadéw prawdopodobistwa w wybranych szeregach finansowych. Zakkgdaj
rozklad Pareto, otrzymano za pomamtropii Renyi'ego estymator indeksu ogona
w przypadku stép zwrotu indeksu. Analiza indeksuGMskazuje,ze szereg
czasowy jego zwrotow ma niesi@azone momenty, natomiast w przypadku zwrotéw
indeksu DJ cgstaé¢ pojawiania si duzych zmian jest znacznie mniejsza.

Stowa kluczowe:rozktady z grubymi ogonami, rozktad Pareto, eradpenyi'ego,
estymacjagdrowa.

WSTEP

Bogata empiryczna analiza stop zwrotu finansowyzdregdéw czasowych
pozwala stwierdZi, ze dominujce do niedawna modele bagtg na rozkladzie
normalnym, w wielu przypadkachy slwzym naduayciem. Wikszagé szeregow
finansowych wykazuje: tendencje do skupiania dangitigoterminow zaleznosc,
asymetr¢ (czsciej wyskpuja zwroty dodatnie), a prawdopodohstwo pojawienia
sie skrajnych wartéci, czy bardzo diych zmian jest wyraie wieksze ni
w przypadku rozktadu Gaussa. Wykresy kwantyli (Q@Qt)ppokazug, ze duwe
zmiany wys¢puja znacznie ogciej niz przewiduje to rozklad normalny, natomiast
mniej jestsrednich zmian (wartei odchylajcych st od sredniej od 0,5 do 2,5
odchyler standardowych). W zwkku z powyszym konieczne jest poszukiwanie
jakosciowo nowych modeli.

Na podstawie przeprowadzonych badekazuje si, ze w wielu zjawiskach
wartasci ekstremalne pojawiajsic zgodne z rozktadami pggowymi. Celem pracy
jest wykorzystanie rozktadéw z grubymi ogonami dpalezy finansowych
szeregOw czasowych. Zostata pgdjproba estymaciji etkosci ogona rozktadéw
szeregu zwrotdéw: dziennych notowandeksu WIG i DJ przy zaieniu, ze dane
pochodz z rozkladu Pareto.

W literaturze przedmiotu definiowanych jest wieterrych estymatoréw indeksu,
miedzy innymi estymator: Hilla, Pickandsa, Dekkersarfahla-de Haana, niestety
otrzymane na ich podstawie oszacowania pozostawidgle do zyczenia.
W artykule zaprezentujemy préloszacowania indeksu ogona za pomectropii
Renyi'ego.
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GRAFICZNA IDENTYFIKACJA ROZKtLADU POTEGOWEGO.

Zmienna losowa X pochodzi z rozktadu ¢gawego, jeeli jej funkcja
gestasci spetnia zalenosc:

im0 =1 x_ 2.1)
L(x)x™
. . o : . L(tx) _
gdzie: L(x) jest wolno zmieniaga si¢ funkcja, tzn. [0t >0 Ilmm— ,
X — 00 X

a a jest stad wigksza od zera, nazywarnndeksem ogona. Graficzna metoda
wykrywania rozktadu pegowego jest bezgoednh konsekweng wilasndci
funkcji przezycia tego typu rozktadéw. Zauway:

F(X)=P(X >x)=1-F(X) :T p(x)dx = %x“’ (2.2)

po obustronnym zlogarytmowaniu zwku (22) otrzymujemy réwnanie prostej:
In(F(x)) =—alnx+InL(x) (2.3)

Z powyzszych rozwaan wynika, ze pierwszym krokiem badania szeregéw pod

katem rozkladow z grubymi ogonami jest obserwacja igyopnej funkciji

przezycia w skali podwojnie logarytmicznej (Rysunek 1J¥eli dane pochodgz

z rozktadu paggowego, to wykres punktowx, y) = (In(x(i)),ln(lf(x(i)))) uktada

sig wzdtuwz prostej o wspotczynniku kierunkowym—(@ ). W celu wyznaczenia

empirycznej funkcji przegycia, naley uporadkowa: obserwacje od najwkszej

do najmniejszeXy 2 X 2...2 X, (statystyki poradkowe), wtedy

F (%) = P(X 2 ) :ln (2.4)

Niestety metoda jest bardzo vliva zaréwno na wielk& préby, jak i na liczb
obserwacji uwzgldnionych w modelu regresji. Z przeprowadzonych hada
wynika, ze wigciwe zachowanie ogona widoczne jest dopiero diadzmaduych
(co do wartéci bezwzgkdnej) obserwacji. W praktyce oznacza te do
otrzymania wiarygodnego estymatoraz&iosci ogona, naley posty¢ sie bardzo
duza liczba obserwaciji, wybieragr tylko wartgci skrajne.

Stosujic przedstawiop metod dla stop zwrotu indeksu DJ otrzynsatiy

a =-284, natomiast w przypadku stép zwrotu oszacowany rpefia

a=-226.
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log-log Pi=x) DU

10

Rysunek 1.- Funkcje przgcia szeregéw stop zwrotu indekséw DJ w skali pgdied
logarytmicznej wraz z dopasowanymi funkcjami refredla wartcci
skrajnych.

log-log Pl=x) Wi
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Rysunek 2. Funkcje przgcia szeregow stop zwrotu indekséw WIG w skali pophie
logarytmicznej wraz z dopasowanymi funkcjami refjredla wartasci
skrajnych
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ESTYMACJA FUNKCJI GESTOSCI ROZKEADU.

W teorii statystyki istnieje wiele sposobdOw estyjhatieznanej postaci
funkcji gestaici, niestety czs¢ z niech nie mee by uzyta w przypadku rozktadéw
z grubymi ogonami, np. metoda krzywych Pearsonaktara istnienie czterech
pierwszych momentow zwyktych i centralnych.

W naszych badaniach zastosujemy estysn&apkcji gestasci za pomog jadra.
Wyboru pdra dokonujemy w taki sposob, aby otrzymany estgmagstacsci
uwzgkdniat istnienie grubszych ogonoéw zniw rozkladzie normalnym.
Definiujemy pdra za pomag pewnej modyfikacji (tak, aby spetnione byly
ponizsze warunki) funkcji gstaéci rozktadu Laplace’a i rozktadu Cauchy’ego.
Estymatoremgdrowym gstasci f (X) nazywamy funkej postaci:

X —

gdzie K(x) jest odwzorowaniem spetrieym nasgpujace warunki:

ab) (3.1)

1 K[ dx<eo,
R

2, j K (x)dx =1,

3. K(x)=K(-x) dla x[(—c0,0),

Okazuje s, ze jaka¢ estymacji gdrowej w wikszym stopniu zale od wyboru
szerokdci pasma, h (bandwidth) niod ksztaltu 4dra. Zbyt male warkmwi
parametru h (gdy hady do zera) powodaj ze szukany estymatorgstasci jest
nieregularny, ,najgony pikami’, z duaym prawdopodobigstwem zawiera
wahania przypadkowe. Natomiast w przeciwnym przipaddy szerok& pasma
jest zbyt dua estymator jest co prawda gtadki, alezenmkaza sie za bardzo
wygtadzony, a przez to tr&ciistotne wiasnéci poszukiwanego rozkiadu.
Szerokd¢ pasma mena traktowa jako stopié/parametr wygladzania
estymowanej funkcji ¢ptasci, ale chocia metodom jego wyboru gwiecono
wiele prac, nadal nie jest to zadanie proste.

Jako wstpne kryterium wyboru szeroko pasma zastosowsiny metoa
graficza — wizualna ocena zgodféw ksztaltu histogramu empirycznego
I Szacowanej gstaici.

RELACJA MIEDZY ENTROPIA A INDEKSEM OGONA ROZKLADU.

Pojecie entropii wys¢puje w wielu dziedzinach nauki, gizy innymi takich
jak termodynamika czy teoria informacji - powoduje r&ne sposoby
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definiowania tej wielkéci. Niemniej w kadym przypadku entropia jest pesvn
miara niepewndci — nieporadku systemu dynamicznego (przy czym niepdek
niekonieczne musi oznaczaietad przestrzenny struktury). Entropia jest ftjak
czestotliwosci wystgpowania okréonych konfiguracii.

W naszych badaniach posymy sk definicja entropii zaproponowan przez
Renyi'ego, wéwczas ogélny wzoér na entropicdu S ma posta

1
R,(f)=——In| f#(x)dx, B>0, B#1 4.1
S(D=1"5 j ()dx, B>0, B (4.1)
lub w przypadku dyskretnym:
~ 1 k
R,(p) =——=In) p? 4.2
2(P) =175 Zp (4.2)

Wielkos¢ k okresla liczbg pojawiapcych sg mikrostanow, s jest parametr
skalowania (zooming parameter).

Celem pracy jest analiza ogondéw rozktadow finanssiwgzeregdbw czasowych.
Przypomnijmy, funkcja gstasci rozktadu Pareto wyva st wzorem:

a.,~(a+l)
F(x) = afd“x x>0
0 X<

gdzie: 8 >0, a > 0- jest mias grubdci ogona rozktadu. Grulé ogona okréa
prawdopodobigstwo pojawienia si obserwacji ekstremalnych, im mniejsze
tym grubszy ogon , a tym samymesgj jest takich warti.

Podstawowe charakterystyki rozkladu Paretcarpapta:

Wartas¢ oczekiwana:

(4.3)

E(X)=—2—8,daa >1 (4.4)
a-1
Wariancja:
D2(X)=—2 (9% dlag >2 (4.5)
(a-D(a-2

Z powyzszych relacji otrzymujemy naturalninterpretacg wyktadnika a ,
a mianowicie okrda maksymalny rgd momentu skaczonego.
Do ustalenia wsgpnych wnioskéw przyjmijmy =2 (quadratic entropy),

wowczas entropia Renyi'ego, dla rozktadu Paretoasyn

+00 2
R,(f)=-In [a?g*x " Vdx==In g
5 1+2a (4.6)
)
a2
expER,(f)) = g @.7)

1+ 2a
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Zdefiniujmy nowa zmienm T =8expR,(f)), woéwczas réwng (4.7)
przeksztatca giw proste rownanie kwadratowe:
a’-@1+2a)T =0 (4.8)

A =4T? +4T
Zauwamy, ze T przyjmuje wartéci wieksze od 0, sid wynika,ze rownanie (4.8)
posiada dwa pierwiastki rzeczywiste, ktore élap zwiazek medzy entropa
a wykfadnikiema :

a(T)=T-+T2+T (4.9)
a,(T)=T+NT?+T (4.10)

W definicji rozktadu Pareto wyktadnilg >0, stid jedynym rozwizaniem jest
pierwiasteka, (T) .

Powyzsze obliczenia pozwalgj okresli¢ estymator parametrua wzorem:

A(T)=T+~T?+T . Teraz problem sprowadzagsilo oszacowania wagci
entropii rzdu 2.

ESTYMACJA ENTROPII RENYI'EGO.

Wzér na entrogi Renyi’ego rzdu £ zmiennej losowej pochodaej
z rozktadu o funkcji gstcsci f, , oraz zauwamy, ze mana go wyrazi za
pomoa wartdici oczekiwanej zmiennef ™ (X) :

Rﬂ(f):ﬁlnjff(x)dxzﬁln E [ f5(X)] (5.1)

Jak wyzej rozwaamy szczegolny przypadek, gdy paramBtr 2, wéwczas:

Ry (f) =—InEy[fy (X)] (5.2)
Wzor, z ktérego &dziemy korzysté estymujc entropg, otrzymujemy
podstawiagc w relacji (5.2) estymatongirowy (3.1) funkciji f, , shd:

Rz(f):—lnEx[fx(X)]=—ln{n—§hiir<(x;x‘ )} (5.3)
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BADANIA EMPIRYCZNE

W naszych badaniach ogranicéyhy sk do szacowania etkosci prawych
ogonow rozktadow. Estymaf funkck gestasci za pomoe jadra, obliczenia
powtorzylismy dla kilku szerokéci pasma.

Ponizsze tabele i wykresy przedstavdiaiyniki naszej analizy przeprowadzonej
dla:

a Dziennych notowa indeksu DJ, kurs zamksgia (okres obserwacji:
02.10.1990-0.3.03.2006,adznie 4078 danych, 2128 dodatnich stép
zZwrotu),

b Dziennych notowa indeksu WIG, kurs zamkgtia (okres obserwacii:
23.04.1991- 0.3.03.2006, 3271, 1728 dodatnich aiaptu),

Zanim przysipilismy do analizy danych rzeczywistych, dokofmly estymacii
funkcji gestcéci dla szeregu wygenerowanego zrozktadu Paretozrenym

parametrem @, generowalimy szereg{u}'%%°, gdzie U, =u_ (L-x) ™7,

a zmienna losowa X jest zmieno rozktadzie jednostajnym na przedziale [0, 1).
W przypadku, gdya = 2, zaréwno zgdrem Laplace’a jak i Cauchy’ego wadto
wyestymowanej gruldci ogona pokrywa gi z wartGcia rzeczywis, o ile
szerokd¢ pasma nie jest zbyt da.

wig histogram
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Rysunek 3 Estymacjagrem Laplace’a szeroképasma 2*h
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wig histogram
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Rysunek 4. Estymacjagrem Cauchy’'ego szerokopasma 2*h
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Rysunek 5. Estymacjagrem Laplace’a szeroképasma 10*h=0,036
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wig histogram
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Rysunek 6. Estymacjagrem Cauchy;ego szerakopasma 10*h=0,036
Ponizsze rysunki przedstawigj wybrane efekty estymacji funkcji egtosci

szeregbw zwrotow notowidndeksu DJ za pomagadra Laplace’a,L (130
DJ histogram
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Rysunek 7. Estymacjagrem Laplace’a szeroké pasma 12*h
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0 histogram

60

40

201

B R I AL E ¥ DN ST RO S
U 001 002 003 004

Rysunek 8. Estymacjadrem Laplace’a szeroké pasma 20*h
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Wyniki prezentowanej procedury szacowaniazkosci ogonéw analizowanych
szeregbw przedstawigfabele poriej:

Tabela 1. Wyniki analizy dla szeregu generowanegmzkiadu Pareto z parametrem

a=2:
jadro/pasmo| h/4 h/2 h=0,01/8 10h
Laplace’a 2 2 2 1,08
Cauchy 2 2 2 1,65

Tabela 2. Wyniki analizy szeregu dodatnich stopatwindeksu WIG (estymacjasgfosci
dla szeregu dodatnich stop zwrotu )

jadro\pasmo| h/2 h=0,0036 2h 5*h 10*h
Laplace’a 1,019 0,974 0,949 0,926 0,908
Cauchy 1,052 0,988 0,948 0,908 0,875

Tabela 3. Wyniki analizy szeregu dodatnich stopotwindeksu DJ (estymacjasicsci
tylko dla dodatnich stop zwrotu)

jadro\pasmo| h/2 h=0,00l 5*h 10h 12*h  20%h
Laplace’'a 3,076 2,808 2,384 2,5P9 2,521 2,494
Cauchy 3,004 2,88 2,234 2,494 2,481 2,477




79

WNIOSKI.

Rozklady potgowe czsto nazywane as rozkladami z grubymi/eikimi
ogonami - im grubszy ogon, tym ggej wartgci ekstremalnych.
W wyniku przeprowadzonych batlaa szeregu stop zwrotu indeksu WIG okazato
sie, ze estymator indeksu ogona wekgzaici przypadkow nie przekracza jedynki,
a to oznaczatobyze szereg pochodzi z rozktadu, w ktérym nie istnizgelen
moment skaczony. Proces stochastyczny o nigskmne] wariancji, cho jest
dobrze okrglony matematycznie, jest niestychanie trudny dotasamsvania.
W przypadku uktadow finansowych nieskaona wariancja wprowadzitaby
ogromne komplikacje przy szacowaniu ryzyka.
W przypadku analizy stop zwrotu indeksu DJ wynilé m tak zaskakujce,
estymatory otrzymane metpdentropii przyjmuj wartcsci powyzej dwojki
i pokrywap sic z wartgcia estymatora otrzyman metod, graficzr.
Zaprezentowano wgbne wyniki estymacji indeksu ogona rozktadu w zaath
autorow ley dogkbne, teoretyczne zbadanie wlagtio zaproponowanego
estymatora, jak rownie wykorzystanie innych sposobOw estymacji entropii,
potrzebnej do oszacowania szukanego indeksu.
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Use Renyi's entropy for estimating tail index in fnancial time series.

Summary: Empirical analysis of financial time series indesthat there is a great
demand for qualitative new models. Paper presemidinpnary results for
estimating tail index applying Renyi entropy. Enigal results show that exchange
rate of WIG's time series are generated from distion with significantly fatter
tails than DJ’s time series.

Key words: heavy-tailed distribution, Pareto distribution, nigie entropy, Kernel
estimation.



