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ESTYMATORY ODPORNE ZMIENNO SCI W MODELU BLACKA -
SCHOLESA

Streszczenie: Najwazniejszym etapem przy wycenie opcji jest $eiave
oszacowanie zmienda instrumentu finansowego. W przypadku vepstwania
w zbiorze danych finansowych obserwacji odgtggh oraz grubych ogonéw
w rozkladzie danych zastosowanie znajdupdporne estymatory. W pracy
przedstawione zostaly odporne estymatory zmigcinot-estymatory oraz A-
estymatory pozwalage na dokftadniejsze wyznaczenie parametru zmienno
Dokonalgmy analizy poréwnawczej waido opcji na indeks WIG20 WGPW bigr
pod uwag klasyczne odchylenie standardowe, odchylenie media MAD, A-
estymator oraz t-estymator. Waitd opcji zostaly wyznaczone za pomoc
powszechnie stosowanego przez inwestorow modeluenyyeuropejskiej opciji
kupna Blacka-Scholesa. Ponadto, w pracy przedstawilnarzdzia modelowania
odpornego do wykrywania obserwacji wptywowych itpmwych oraz do analizy
wplywu odporndci estymatoréw na pewne ogigstwa od zatbonego modelu.

Stowa kluczowe: odporne estymatory zmiendud, t-estymatory, A-estymatory,
model wyceny Blacka-Scholesa, odchylenie standaedawchylenie medianowe,
punkty odstajce, finkcja wptywu, punkt zalamania, maksimum odchylenia.

WSTEP

Powszechnie stosowany model wyceny europejskieji d&ppna Blacka-
Scholesa zaktada rozktad normalny stép zwrotu unséntu bazowego, zatem
bardzo cgsto parametr zmiendoi jest szacowany jako odchylenie standardowe.
Powszechnie wiadomase rozkiad obserwowanych danych finansowych rzadko
jest rozkladem normalnym. Wbz przeciwnie, ogsto jest rozkiladem
leptokurtycznym z grubymi ogonami. W zbiorze danyfifiansowych bardzo
czesto mana wyr@ni¢ wartgci wyraznie r&niace st od pozostatych tzw.
obserwacje odstage (angoutliers), ktérych wysgpowanie mae istotnie zmierdi
koncowy wynik analizy. W zwizku z powyszym odchylenie standardowe
stosowane w modelu Blacka-Scholesa nie jest efektgw estymatorem
zmienndci, a wyznaczenie wardoi opcji z tego modelu jest obarczonedsm.
Zasygnalizowane problemy wypujace podczas stosowania  modeli
parametrycznych doprowadzity do rozwicia metod odpornych, a estymatory
odporne stanowialternatyve wobec klasycznych estymatorow. Idea zastosowania
odpornych metod estymacji pojawita; $uz w latach pt¢dziesatych XX wieku,

a intensywnie rozwigta sk dzieki pracom Hubera (1964) i Hampela (1968).
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Celem tej pracy jest zaprezentowanie odpornychnestyéw zmienngci:
A-estymatoréw i t-estymatorOw oraz zastosowanie vichvyznaczeniu warkei
opcji na indeks WIG20 Warszawskiej Gietdy PapierdWwartasciowych.
Wykorzystupc odchylenie standardowe, odchylenie medianowe MA{@styma-
tor oraz t-estymator dokonamy analizy poréwnaweagjeny opcji. Przedstawimy
narzdzia modelowania odpornego do wykrywania obserwawjitywowych
i nietypowych oraz do analizy wptywu odpokeco estymatorow na pewne
odstpstwa od zatzonego modelu.

PODSTAWOWE POHCIA

Gtébwnym celem stosowania metod odpornych jest pegravynikdw
estymaciji parametrow stacych do budowy modelu. W teorii metod odpornych
rozpatrujemy miay opisows zdefiniowam jako funkcjonat T(), ktory
przyporadkowuje kadej dystrybuancieF (F OO, O - rodzina dystrybuant)
pewry liczbe. Miary opisowe indukuj nieparametryczny estymatdr(F, ), gdzie
F, jest empirycza dystrybuarg (wykorzystywam do estymacjiF ). Estymator
T() nazywamy estymatorem odpornymslijestabo reaguje na odchylenia od
zalazonego modelu [Ostasiewicz 1998].

Badajc odporné¢ metod statystycznych, nalebad& zachowanie gimiar

opisowych nie tylko na wyszczegdlnionej rodziniestdybuant np. rodzinie
parametrycznej, ale rowrkiew jej najblizszym otoczeniu. Zatem dla danej

dystrybuanty F OR®, d =1 oraz £0[0]1] rozwazamy, zdefiniowany przez
Hubera, modek -zaburzony (angé - conataminated model)

{ F.olFg =(-€)F +¢G } (1.1)

gdzie G jest dystrybuantz udzialem 10@ zaburzé.

Do badania odpordoi estymatorow na pewne oggstwa od ztaonego
modelu wykorzystuje sirézne narzdzia. Do najwaniejszych nalga funkcja
wplywu, punkt zatamania oraz maksimum odchylentarek zostam oméwione w
dalszej czsci tego rozdziatu.
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FUNKCJA WPLYWU

Funkcja wplywu (ang.influence function) opisuje lokala odpornagé
estymatora na zaburzenia w probie. Przyzaial, ze jest to zaburzenie punktowe,
indukowane przez impuls skupiony w punkeig(1.1) przybiera posta

Fes = L-&)F +&o, (1.2)

gdzie J, jest dystrybuant Diraca w punkciex, tj. d,({x}) =1, xO R®
(d=1) oraze1[0]].

Funkcja wptywu estymatord dla dystrybuantyF w punkcie X jest
zdefiniowana nasgpujaco

T(A-&)F +&5,)-T(F)
p .

IF(XT,F)= Iirr(l) (1.3)
FunkcjonatT ([) wraz z ograniczanfunkcja wptywu jest estymatorem odpornym
[Zuo 2005].

MAKSIMUM ODCHYLENIA ORAZ PUNKT ZAtAMANIA

Maksymalne odchylenie (angmaximum bias) jest miag globalnej
odporndci funkcjonatu T ([) dla dystrybuantyF . Dla dowolnej dystrybuantys
z udziatem & zaburzé i modelu (1.1) maksimum odchylenif() dla dystry-
buanty F zostato zdefiniowane jako [Hampel i in. 1986]

B(&;T,F) =sudT (L-&)F +£G) - T(F)| (1.4)

Najmniejszy udziat zabur#e punktowych rozkiaduF jest nazywany
punktem  zatamania  funkcjonatu T dla dystrybuanty F, .
£ =min{c:B(&T,F) =} . Punkt zatamania (andreakdown point) dzieki
intuicyjnemu rozumieniu i prostym obliczeniom jelsardzo populam miar
globalnej odporngi estymatoral [Zuo 2005].

Postugugc sk powyzszymi narzdziami modelowania odpornego ama
wykaza, ze najbardziej popularna miara zmie#icio odchylenie standardowe nie
jest dobrym estymatorem odpornym. Zahy, ze rozkiad teoretycznyF jest
standaryzowanym rozktadem normalnymN (01), wtedy dla wariancji

otrzymujemy
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Var(F, ;) = L-¢&)Var(F) + ex orazVar (F, ; ) —Var(F) = e(x-Var(F)).

Z tych réwna wynika posta funkcji wptywu:

= x—Var(F)

IF(xVar,F) = Igim(w)

oraz wartéé punktu zatamanias’ =0, poniewa dla kadego £ >0 wartgi¢
funkcji Var(FMX) jest nieograniczona ze wezdl na wartéci x, ktére mog

przyjmowa dowolnie due wartgci.

Ponadto, o braku odporém odchylenia standardowego logarytmicznych

. 1 3 _ , A
stop zwrotu danego wzoremS:\/—lZ(ri —7)? swiadczy  réwnie
n-1%
wykorzystywana srednia arytmetycznar z zaobserwowanych stop zwrotu.
Srednia nie jest dobrym estymatorem odpornym, bowiesstarczy jedna
wyraznie odstajca obserwacja, aby istotnie zmiemiartas¢ sredniej.

W procedurach modelowania odpornego podstawowiezwykle wana
kwesth jest identyfikacja obserwacji odstiaych (nietypowych i wpltywowych),
ktérych wplyw na wyniki jest bardzo istotny. Przyoy wystpowania obserwacji
odstajcych mog by¢ rozne. Wartéci danych wyranie odstajcych od
pozostatych mag by¢ wynikiem pomiaru jak te pochodzenia z innej populaciji.
Jednak nie powingimy ich lekceway¢ i od razu eliminow& Bardzo krétko
przedstawimy narzizia shiace wykrywaniu obserwacji odstaych i nie-
typowych w zbiorze danych.

Podstawowym naezlziem shidacym wykrywaniu obserwaciji wplywowych jest
macierz rzutowania:

H=X(X"X)"XT,
gdzie X jest macierz obserwacji zmiennych objaiajacych.
Macierz H ma wymiarynxn, a jej elementy diagonalne oznaczamnevsskrocie
h i nazywaj si¢ wielkosciami wptywowymi. Wplyw i -tej obserwacji na zmign
teoretycznej warkei zmiennej objsnianej zaley wytacznie od wielkéci reszty
e (réznicy pomidzy wartdcia rzeczywisg Y, a teoretyczm Y, wynikajaca
z rownania hiperptaszczyzny regresji) oraiz-tej wielkosci wptywowej. Huber
przyjat, ze wartéci wptywowe do 0,2 za bezpieczne, wadiopomidzy 0,2 a 0,5
jako ryzykowne, a wartei wigksze od 0,5 za niedopuszczalne.

Przy wykrywaniu obserwaciji nietypowych stosuje reéiszty studentyzowane:
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0 &
& =
SiL—h
gdzie s;, jest ocen odchylenia standardowego po uswi I -tej obserwaciji.

Wskaznikiem mieracym w sposoObaczny nietypows¢ i wplywowosé obserwacii
jest

(1.5)

h
DFITS =€/ |—— . 1.6
1 (i) 1_ h ( )

Przyjmupc, ze graniczna wartg reszt standaryzowanych wynosi 2 smednia
. . k+1 . : :
wartas¢ wpltywowa jest rowna——, proponuje s nastpujaca regut odrzucania
n

k+1
n-k+1

obserwacji odstagych ‘DFTISI ‘ > [Ostasiewicz 1998].

ODPORNE ESTYMATORY ZMIENNGCI

Zastosowanie estymatoréw stabo reagygh na zmiany mae przyczyné
si¢ do prawidtowego oszacowania parametru zmi€ainco jest niezwykle wane
dla inwestorow. Lax (1985) zaprezentowat szeregoausych estymatorow
zmienndci, jednak vérod nich najbardziej na uwagastuguj A-estymatory, ktore
wykazup sie najwicksza odporndcia dla symetrycznych rozkladow z grubymi
ogonami.

Niech X,,...,X,, beda niezalenymi zmiennymi losowymi o identycznych

rozkltadach, wtedy A-estymator jest ngmtjacej postaci

2 n
=23 e
gdzie
K =1y a-ua-su?); u = 2.1)
A n< i i i CSO
X; -M; (X, ~M|) <cs,
oraz e =
b o (X - M]) >cs,

gdzie

M jest odpornym estymatorem paémia (np. mediag) i
S, jest odchyleniem medianowym
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MAD = medianaf|x, — mediana{x} [} , (2.2)
natomiastc jest stad. Lax podaje wart@® c rowmg 9, z& John Randal, Martin
Lally oraz Peter Thompson zaproponowak 10 lub c =11.

W przypadku wysfpowania obserwacji odstayych zmiany cen na rynku
finansowym mog by¢ doskonale opisane przyyciu rozkladu t-studenta v
stopniami swobody. NiechZ i Y beda niezalenymi zmiennymi losowymi,

X~N(0), Y ma rozktad x>, wtedy t = % ma rozktad t-studenta ¥
‘/—Y
Vv
stopniami swobody. Ponadto, funkcjgstpsci rozktadu t-studenta ma poéta
v+l

re—_--) _ )2 v
2~ geiWX /2”’)) 2 (2.3)

r(;)W V.o

gdzie i jest wartdcia oczekiwam, o - odchyleniem standardowym.

p(x) =t,(1,0%) =

Dla v pomkdzy 3 a 9 rozkiadt, uwzgkdnia ,grube ogony”, natomiast gdy
V — o rozkiad t-studenta jest zbiey do rozkladu normalneg(0,1). Naley
zaznaczy, ze rozktadt, ma nieskaczone momenty erlu k, gdy K> v . Std,

Vv = 3 zapewnia skibczory warta¢ wariancji, z& vV =5 - skaiczom kurtoz.

T-estymatory zmiennigi oparte g na t-rozktadach i wymagajteracyjnych
procedur ich wyznaczania. Pierwszym ze sposobownagzenia rodziny t-
estymatordéw jest zastosowanie metody ngfadej wiarygodngci (ang.maximum
likelihood function). Metoda ta polega na wyznaczeniu funkcji wiarygsgdi

L= p(x;,6), nastpnie wyznaczeniu jej logarytmu=|n(L) :im p(x,6)
i=1

oraz maksymalizacji tej funkcji.

Zatem, funkcja wiarygodrgi jest postaci

V+
_ )2 v re-
(Xi /’[) ) 2 gdZiegV: 2

_ n _ n gv
L_D Px.0) I:JU\/V—Z(:H_UZ(V—Z) I‘(z)\/z_r-
2
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Maksimum przewidujemy w zerze pochodnej, tgnl'.— =0.
o

Stad otrzymujemy

L, 18 )
G =;Zwi(>q ok (2.4)
i=1
SwX,
I[[:—izln (2.5)

Dw

i=1

7y \2
- V+1(1+ (X| /'I(’)\)2 )—1
V+2 (v -2)a,

| (2.6)
Wz6r (2.6) wskazujeze iteracje powinny girozpocaé¢ od oszacowania walo
[,0raz 55. Do oszacowania tych parametréw wskazane jegtie odpornych

estymatoréw MAD (2.2) lub interkwartyla 1QD (angnterquartile distance)
[Tchernitser, Rubisov 2005]. Dragnetod wyznaczania rodziny t-estymatoréw
jest metoda maksymalizacji waétd oczekiwanej EM (angExpectation and

Maximization). Niech X = ( X, ,...,X,, ) beda niezalenymi zmiennymi losowymi
0 identycznych rozktadachZ; - zmiennymi losowymi o rozktadzie normalnym

!

Y,

N (0), natomiastY; = — - zmiennymi losowymi niezat@ymi od Z,, gdzieY;
%

ma rozk’rad)(v2 ( p(y) = I/)(Vz(l/y) ). Wtedy

X =u+ %5 (i=1..n) 2.7)

Y
ma rozklad t-studentat,(¢,0) z E(X?)=0?. Funkcja wiarygodni, po

opuszczeniu wszystkich sktadnikow, ktére nig zalezne od (i o?, jest
nastpujacej postaci
1

logL =-logo? - =

Y (X, - p)®.

n
i=1
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Maksymalizacja wart@i oczekiwanej E(log L|X) prowadzi do naspujacej
postaci

=23 BV, - )’

W przypadku, gdyY;, ma rozktad )(f/l/ — 2 otrzymujemy

2

—H)°.

o =2 h3 as o yux

W przypadku analizy dziennych logarytmicznych zwwmt mazna bezpiecznie
przyja¢, ze 1 = 0. Wtedy, t-estymator zmiensa ma nasfpujaca postd

2

ot == +1)Z X—Az)‘l (2.8)

_ 2)5;

Opierapc sk na wnioskach Tchernitsera i Rubisova w celu uzyigkaajbardziej
zadowalagcych wynikéw analiz dobiera giv =5 dla t-estymatoréw, poniewa
rozktad t; posiada najwiksze ,grube ogony” spodd t-rozktadow ze skiwzory

warianch i kurtoz.

MODEL WYCENY BLACKA-SCHOLESA

Model Blacka-Scholesa  stal ¢si  podstawowym podégiem
wykorzystywanym przez praktykow rynkéw finansowythmazliwia on w prosty
sposOGb wyznaczenie wafto opcji. Rozwiazanie zaproponowane przez Blacka
i Scholesa, jakkolwiek przelomowe i bardzo poputarmie jest pozbawione
pewnych wad. Twércy modelu zaidi, ze ceny instrumentu bazowego zmieaiaj
sie zgodnie z geometrycznym ruchem Browna, ktéregoarpetry g state.
Niestety, jak pokazyjliczne badania empiryczne, zmiesédaen akcji nie jest
stata w czasie. Efektem tego jest systematyczmygl b¥ wycenie opcji, gdy
korzysta st ze zmiennéci historycznej [Jakubowski in. 2003].

Zgodnie z modelem Blacka-Scholesa w&rt@uropejskiej opcji kupna
na instrument nie wyptacajy dywidendy dana jest wzorem:

c=SN(d,) - Ee""N(d,), (3.1)
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2

|n(§) +(r+ UZ)T |n(§) +(r —JZ)T

gdzie: d, - d, -

C - wartas¢ europejskiej opcji kupna,

S - cena instrumentu bazowego,

E - cena wykonania opcji,

I - stopa wolna od ryzyka,

T - dlugas¢ okresu do terminu wydaiccia opcji, wyraana w latach,

O - zmiennd¢ stopy zwrotu instrumentu bazowego,

N(d)- wartas¢ dystrybuanty standaryzowanego rozktadu normalnetia
argumentu réwnega . Zauwamy, ze wyznaczenie warfoi opcji sprowadza si

do oszacowania parametru zmiefrio(volatility), gdyz pozostale parametryas
znane.

PRZYKLAD EMPIRYCZNY

Ponizszy przyklad o charakterze ilustracyjnym pozwolikoioa: analizy
pomigdzy wart@ciami parametrow zmiendoi dla modelu podstawowego
(zawierajcego wszystkie obserwacje) oraz modelu tzw. odgmng ktérego
zostaly usurite obserwacje odstgje). Parametry modelu stop zwrotu zostaly
wyestymowane na podstawie 300 obserwacji poprzeca dzié analizy tj.
12.05.2006 (dzienne logarytmiczne stopy zwrotuymgk 1).

0,1
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Rysunek 1. Dynamika zmian wastd logarytmicznych stép zwrotu WIG20
Zr6dto: obliczenia wiasne
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Aby wytypowa w rozpatrywanym 300 elementowym zbiorze danychrfsowych
obserwacje odstafe wyznaczykmy wartgci teoretyczne stop zwrotuy.,
wartasci wptywowe h, wielkosci reszt studentyzowanycieg)oraz wskanik
DFTIS. Roéwnanie trendu dla wszystkich 300 obserwacji ogn
y, = —14e-0% +0,00363 wspobtczynnik korelacji 0,01, a 4ut standardowy
0,013. Dla trzech obserwacji: 49, 69 i 130 bezwdgh wartéé reszty
studentyzowanej réwnej odpowiednio dla tych obsejwé,754; 4,135; 4,4 jest
wieksza od progowej warfoi reszty studentyzowanej wynikapj z rozktadu t-
studenta wynosizej 3,2905. Juna tym etapie obserwacje powinnychyznane za
obserwacje nietypowe. Na podstawie miernR&TIS te trzy obserwacje mioa
uzna& za odstajce i naley odrzuct z rozpatrywanego zbioru danych. Po
odrzuceniu tych danych wspéiczynnik korelacji paepea si. Pozostate

obserwacje riniace s¢ od obserwacji wygpujacych w zbiorze mana uzné
jedynie za ryzykowne.

Dla modelu podstawowego i modelu bez obserwacji tagats/ch
wyznaczylimy zmiennd¢ stop zwrotu wykorzystag klasyczne odchylenie
standardowe, odchylenie medianowe (2.2), odporrgstmator (2.1) oraz t-
estymator (2.4 i 2.6). Tabela prezentuje uzyskaaecici:

Tabela 1 Zmienni stép zwrotu w skali roku dla indeksu WI1G20

Parametr zmienndici | Model podstawowy (bl\gcz)%el)ggggzg)éji)
odchylenie standardowe 21,60% 19,10%
MAD 18,97% 18,13%
A-estymatoi(Cc =10) 19,32% 18,75%
t-estymator(V = 5) 16,75% 16,67%

Zr6dio: Obliczenia wtasne

Na podstawie powaszych wynikbw mana stwierdzi, ze najbardziej stabilnym
estymatorem zmienioi jest t-estymator. Natomiast wygptjace obserwacje
odstajce maj silny wplyw na oszacowanie zmierfiebobliczanej jako odchylenie
standardowe.

Oszacowania parametréw zastaly wykorzystane do myycepciji.
Rozwamy przyktadovy europejsk opci kupna na indeks WIG20, ktorej okres do
wygasnigcia wynosi 3 miegice. Warté¢ indeksu w dniu 12.05.2006 wynosita
3298 zl, za cena wykonania wynosi 1100. Wolna od ryzyka stppacentowa
ksztaltuje st na poziomie 5 % w skali roku. Wyniki wyceny opdjupna
przedstawione zostaly w Tabeli 2.
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Tabela 2 Wartéci wyceny opcji na indeks WIG20 dlaadych estymatoréw zmiensci
Wartos¢ opcji

. , . Model odporny
Parametr zmienndici | Model podstawowy (bez 3 obserwacj)
odchylenie standardowe 198,81 z 212,39 zt
A-estymatm(c = ]_O) 211,20 zt 214,30 zi
t-estymator(V = 5) 226,26 zt 226,14 zt

Zrédto: obliczenia wtasne

Powyzsze wyniki jedynie potwierdzaj ze najdokladniejsze wartoi ceny opcji
otrzymamy stosu odporne estymatory zmieriod

ZAKONCZENIE

Znaczenie zmienrsoi w zaradzaniu ryzykiem jest fundamentalne.
W zwiazku z szybkim rozwojem instrumentéw pochodnych ahsh wzrostem
ryzyka, inwestorzy zmuszenia sdo poszukiwania lepszych metod estymacji
zmienndci, gdyz prawidlowe oszacowanie parametru zmiemnoumazliwia
zmniejszenie ryzyka inwestycji lub agniecie wickszych dochodow. Zastoso-
wanie estymatorow odpornych w wycenie opcji przyizie do doktadniejszego
wyznaczenia wartei opcji.
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Robust estimators of volatility in the Black-Schole option picing model

Summary: Correct estimation of volatility of financial assetthe most important
stage in option pricing. Financial time series hawe features which prevent use
of conventional estimators of volatilities suchaagliers and leptokurtotic tails of
data distributions. In this paper, we presentedusolestimators of volatility t-
estimators and A-estimators, which are requirecidbieve stable and accurate
results. We made comparative analysis of optisalsies on index WIG20 in
Warsaw Stock Exchange taking into consideratioto¥ghg volatility parameters:
standard deviation, median absolute deviationstitreator and A-estimator. The
values of options were estimated by generally kndka Black-Scholes option
pricing model. Besides, we presented three mostilpopobustness measures and
powerful tools of robust statistic for outlying @pgations identification.

Key words: robust estimators of volatility, t-estimator, Atiesator, Black-Scholes
option pricing model, standard deviation, mediarschiite deviation, outliers,
influence function, breakdown point, maximum bias.



