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KONCEPCJE POMIARU NIEROWNO S$CI DLA WIELU
ZMIENNYCH 1.

StreszczeniePraca sktada siz trzech gléwnych eZci. W pierwszej z nich wpro-
wadzone zostajpojecia kierunkowej krzywej Lorenza i kierunkowego wsahika
Giniego, uogo6lnione naginie na odpowiednie pgjia przy pomiarze koncentraciji.
W czsci drugiej wprowadzone pegia wykorzystaneasdo przedstawienia pewnych
metod pomiaru nieréwrai, okrelanych jako poddpie gradacyjne dla tablic
z wieloma zmiennymi. Jako przyktady #utrzy tablice z danymi dla ggiu
bankéw i trzech ich cech: stanu depozytéw orazdéstakredytéw ztotéwkowych
i kredytow dewizowych. Kfcowa cz$¢ pracy to poréwnanie wskaikow
gradacyjnych z proponowanymi przez Moslera i Koslyavoraz krétkie odniesienie
do innych koncepcji pomiaru nierowsoo.

Stowa kluczowe: kierunkowa krzywa Lorenza, kierunkowy wsgkik Giniego,
koncentracja, nieréwro, zraznicowanie, tau Kendalla, gradacyjna analiza danych

WSTEP

Tabela 1 przedstawia przyktadowe tabele danyclpididu bankéw i trzech
cech:D — stan depozytowKZ — stan kredytéw ztotowychKW — stan kredytow
walutowych. Na tych przyktadach zilustrujemy zmé koncepcje pomiaru
nierownaci, wprowadzane jako szczegoélny przypadek pomiaomc&ntracii.
W ujeciu intuicyjnym koncentracj&odkow finansowych jest w pierwszej i drugiej
tabeli wiksza nk w trzeciej, ale trudno wydaintuicyjny osd porownugcy
koncentracje w pierwszej i drugiej tabeli, chaciaazna st raczej skiania ku
temu,ze wicksza jest nieréwnig w pierwszej tabeli. Ten intuicyjny ad bedzie w
pracy zestawiony z ocenami koncentracji dokonarganpomog paru wybranych
wskaznikow.

W rozdziale 2 przypomnimy znane od ponad stu l@qi@ krzywej Lorenza
i wskaznika Giniego, ktére posHa nastpnie do wprowadzenikierunkowej
krzywej Lorenza i kierunkowego wskika Giniego,po czym uogoinimy te pegia
na kierunkow krzywa i wskaznik koncentracji(por. rozdziat 4 w [Kowalczyk i in.

! Artykut czesciowo finansowany z projektu badawczego nr 3 T15@ 28, przyznanego
przez Ministerstwo Nauki i Informatyzacji
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2004]). W rozdziale 3 wykorzystamy goja wprowadzone w rozdziale 2 do
przedstawienia pewnych metod pomiaru nierégnodla tablic z wieloma
zmiennymi opisujcymi zbiér obiektow (bankéw). To podeje do pomiaru
nierownagci dla wielu zmiennych (wprowadzone w [Kowalczykin. 2006])
bedziemy nazywéa podegciem gradacyjnym Nastpnie w rozdziale 4 poréwnamy
podepcie gradacyjne z wysoko cenionymévodowisku statystycznym podejem
proponowanym przez Koshevoya i Moslera [1997] i windy tabet zawieragca
wartasci wszystkich rozpatrywanych wsk@kow dla tabel 1a, 1b i 1c. Inne
koncepcje pomiaru nierowioi zostaml krotko wspomniane w rozdziale 5.

W calym opracowaniu zajmujemy esitylko k-tkami (wektorami)
addytywnych zmiennych o waédach nieujemnych, ktéreasmierzone na skali
ilorazowej. Tréjka zmiennyclb, KZ i KW spelnia te zakeenia. Chcemy rownie
podkre&li¢, ze wywajac w rozdziatach 2-4 stowamiennamamy zawsze na rély
zmienne o podanych g wtasndgciach.

Tabele 1a, 1b, 1casuzupetnione wierszami zawiegaymi sumy isrednie
kolumn oraz kolums wartasci zmiennejZ, ktéra jest sum zmiennychD, KZ
i KW

Z = D+KZ+KW.

Tabela 1. Zbiory danych dla ggiu bankéw i trzech zmiennyctD(— depozyty,KZ —
kredyty ztotéwkoweKW — kredyty walutowe).

a) D KZ | KW| Z b) D KZ | KW| Z
B 400| 300/ 80 780 B: 400| 15 Of 415
B, 50| 30 6 86 B, 50| 30 3 83
Bs 15| 25 8 48 Bs 15| 25 5 45
B, 10| 30 4 44 B, 10| 30| 90| 130
Bs 25| 15 2 42 Bs 25| 300 2| 327
suma 500 | 400| 100, 1000 suma | 500 | 400| 10Q 1000
srednia | 100| 80| 20| 200 srednia| 100| 80| 20| 200

c) D | KZ| KW| Z
B, 200| 150/ 4Q 390
B, 100| 100| 25 225
B 80| 80| 20fj 180
B, 70| 50| 10| 130
Bs 50| 20 5 75
suma | 500 | 400| 100 1000
srednia| 100| 80| 20| 200
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POMIAR NIEROWNGSCI DLA POJEDYNCZEJ ZMIENNEJ

Tabela 2. Wart&i z tabeli 1 zamienione na udziaty zmiennych; détse wektorar u dotu
tabel g udziatami sum w kolumnach w ogdlnej sumie w&ta@miennychD,

KZ i KW.

a) uD | uKZ | uKW| uz | b) ubD | uKZ| uKW| uz
B, 0.80| 0.75] 0.8¢ 0.78 B, 0.80| 0.04] 0.04 0.415
B, 0.10| 0.075 0.06 0.086 B, 0.10| 0.08] 0.03 0.083
Bs 0.03| 0.063 0.084 0.048 Bs 0.03| 0.06] 0.04 0.045
B, 0.02| 0.075 0.04 0.044 B, 0.02] 0.08 0.9 0.13
Bs 0.05| 0.038 0.0%4 0.042 Bs 0.05| 0.75] 0.0 0.327
suma| 1 1 1 1 suma| 1 1 1 1
r 0.50| 0.40| 0.10 1 n 0.50| 0.40] 0.10 1

C) uD ukKZ | uKW| uz
B, 0.40| 0.38 0.44 0.39

B, 0.20] 0.25] 0.2§ 0.225
Bs; 0.16 0.2 0.2 0.18
B, 0.14| 0.125 0.3 0.13

Bs 0.1| 0.05| 0.0 0.075
suma 1 1 1 1
T 0.50 | 0.40| 0.10 1

W tabelach 2a, 2b, 2c zawartge igdzialy wartdci kazdej ze zmiennycib,
KZ i KW w bankachB; — Bs w sumie jej wartéci, oznaczone odpowiedniaD,
uKZ i uKW. W uzupetniagcych tabele dolnych wierszach zapisany jest wektor
ktérego sktadowymi s udziaty sum kadej zmiennej w ogolnej sumie wasto
tych trzech zmiennych. Zauway, ze w ten sposob kda z tabel 2a, 2b, 2c
wyznacza pewien dwuwymiarowy rozkiad, z rozktademrzegowym
= (7b, Tkz, Tkw), jednakowym w tabelach 2a, 2b, 2c i rownym (0.5, 0.4, 0.1)
oraz z rozktadami warunkowymi zapisanymi w kolunin@eazywanymi profilami
danej zmiennej; na przyktad rozktad (0.8, 0.1, P@B2, 0.05) jest profilem dla
depozytowD w tabelach lai 1b).

Do obliczenia krzywej Lorenza dla wybranej zmiennggtrzebny jest
jedynie ustawiony rosgco (niemalejco) cag udziatbw tej zmiennej, ktory
poréwnujemy z rozktadem jednostajnym. PrzyktadoueozinienneD w tabelach
lai 1b rosacy ciag udziatéw jest rowny: 0.02, 0.03, 0.05, 0.1, @.8tedy krzywa
Lorenza Lp dla zmiennejD jest wypukh tamara o wierzchotkach ((0, 0),
(0.2, 0.02), (0.2+0.2, 0.02+0.03), ,.(1, 1)).

Jesli dokonamy permutacji zbioru bankéw, aewispermutujemy réwnie
wartcsci udziatdw, to pospujac analogicznie jak przy wyznaczaniulp
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otrzymamy tamai ktéra nie kdzie wypukia. Dokonujc wszystkich maliwych
permutacji utworzymy zbiér 120 lamanych, ktére mezs sie w kwadracie
jednostkowym w obszarze ograniczonym od dotu kegynarenza Lp, a od gory
tzw. gorng krzywy Lorenza [D, bedaca odbiciem krzywejLp wzgledem punktu
(0.5, 0.5). Poszczegolne krzywe z tego zbioru namgykierunkowymi krzywymi
Lorenza(wg funkcji ¢ porzadkujacej banki) i oznaczamy.p.,,.
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Rysunek 1. Krzywe Lorenzéap, Lxz, Lxw i Lz dla zmiennych w tabeli 1b.
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Rysunek 2. Kierunkowe krzywe Lorenta, 4,
w tabeli 1b przy uporsdkowaniu odB; do Bs.

Na rysunku 1 przedstawiono krzywe Lorenia, Lz,

L«z; ¢ Lkw: g0 Lz 4 dla zmiennych

L, dla

I—KW i

zmiennych w tabeli 1b. Upagdkowaniap s tutaj dostosowane osobno do#tej
ze zmiennych:B,, Bs, Bs, By, By) dlalp, (By, Bs, By, By, Bs) dlaLyz, etc. Natomiast
na rys. 2 przedstawiono krzyws,,, Lkz.,, Lxw,, i Lz, dla uporadkowania B, B,
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B, B4, Bs) przyjetego w tabeli 1 (identycznego dlazkiej z krzywych). tatwo
zauway¢, ze jak wczéniej wspomniano kala z krzywych na rysunku 2 zawiera
sie w obszarze zawartym rmuzy krzywy Lorenza danej zmiennej a odbiciem tej
krzywej wzgkdem punktu (0.5, 0.5).

Tabela 1c wyrénia sk tym, ze kada ze zmiennych ma wagt
uporadkowane malejco, poczynajc od bankuB; do Bs (jest to szczegdlny
przyktad zestawu zmiennydkomonotonicznygh Wskutek tego krzywe Lorenza
dla zmiennyclD, KZ, KW pomnaone przez przypisanm skiadova wektorazr 53
w sumie rowne krzywej Lorenza dla ich sumy (krzywa Tak nie jest w tabelach
la i 1b; natomiast we wszystkich tabelach dla doegb uporgzdkowania bankéw
zachodzi rowng&t (zob. take [Rietveld 1990]):

Lz;¢(t) =70 LD;¢ (t) + 7, LKZ;¢ (t) * Thw LKW;¢(t)’ th [OJ-] (1)
co dla danych z tabeli 1b riama sprawdzi na rysunku 2.

Krzywa Lorenza jest funkcyjnym wskaikiem nieréwnéci dowolnegj
zmiennejX. Czxsciowy porzadek nieréwnéci dla par zmiennyclX i Y okresla
warunek: | x lezy podLy’; np. na rysunku 1 krzywhyy lezy pod krzywa Lp, czyli
nierownag¢ zmiennejKW jest wieksza nik nierownag¢é zmiennejD. Natomiast
liczbowymwskaznikiem nieréwndci dowolnej zmienneK jest wskanik Gini(X),
ktory jest rowny podwojonemu polu eizy przelgtna taczaca w kwadracie
jednostkowym punkty (0, 0) i (1, 1) a krzgMeorenzaly. Dla zmiennych z tabeli
1b mamy:Gini(KW)=0.732 Gini(D)=0.652 Gini(KZ)=0.575 Gini(Z)=0.394 co
zgadza € z oghdem pdl na rysunku 1. Ponadto dla dowolnej zmienXej
i uporadkowania @ wprowadza si kierunkowy wskénik Gini(X;¢), ktéry jest
rowny podwojonej rénicy dwoéch pol: pola medzy wczéniej wspomniaa
przekatna a & czscia kierunkowej krzywel x.,, ktora jest poteonapod przektna,
oraz pola midzy przelgtna a @ czscia krzywej Ly, ktora przebieganad
przekatna. Kierunkowy wskanik Giniego jest najwkszy przy uporzdkowaniu
¢ =X (przy ktérymLy., = Lx). Dla zmiennych z tabeli 1b i upaxkowaniag od
B, do Bs otrzymujemy nasgpujace wartdci kierunkowych wskanikow Giniego:
Gini(KZ;¢)=0.570, Gini(KW:¢#)=0.364, Gini(Z;#)=-0.052, Gini(D; ¢)=-0.632, co
zgadza s z oghdem pal na rysunku 2.

Kierunkowa krzywa Lorenza i jej wskaik Giniego a szczegOlnymi
przypadkamkrzywej koncentracjiwskanika koncentracjio ktérych mowa dalej.
Niechp=(py, -.. , By orazq=(qe, --- @), Prt ... +pn=0Qr+ ... + gn=1beda
dwoma rozktadami na zbiorza elementowym, odpowiadgymi dowolnej parze
zmiennych losowychX i Y okrelonych na tym zbiorzeKrzywa koncentracji
C(Y:X;9) zmiennej Y wzgtlem zmiennej Xedtug uporadkowaniag zadajcego
permutacg (i, ..., Cclagu (1, ..., M jest taman o wierzchotkach
{(0,0), (R0, (P1tPi2; G1tCi2), --., (1,1). Kierunkowy wskénik koncentraciji
ar(Y:X; @) i maksymalny wskaik koncentracjarn.{Y:X) dla krzywychC(Y:X;@)

i Cma(Y:X) definiuje s¢ analogicznie jak wskaiki nierowngci.
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Tak wigc na przyktad dla pary zmiennycb,(K2) z tabeli 1b i przyjtego w
niej uporadkowania bankéw od; do Bs, krzywa koncentracjiC(KZ:D; @) jest
tamary o wierzchotkach {(0O, 0), (0.80, 0.04), (0.80+0.00)4+0.08), ..., (1,1)}.
Gdy uporadkowanie bankdéw jest takiee krzywa koncentracji stajeesivypukta,
jest onamaksymala krzyw; koncentracji Ga(KZ:D), potazoma pod wszystkimi
innymi krzywymi C(KZ:D; ).

Dla danych z tabeli 1b zachodar(KZ:D;¢) = arn.{KZ:D) = 0.874, czyli
uporzdkowanie bankéw o8; do Bs ustawia pary wartei obu zmiennych talke
zroznicowanie odpowiadagych tym zmiennym kolumn jest w tabeli 1b
najwigksze. Mana sprawd, ze rOwndc¢ ar i armax nie zachodzi dla tych samych
zmiennych w tabeli 1a.

Wskaznik Giniego ma wiele przedstawie prowadzacych do ranych
uogolnier wielowymiarowych. Jednym z nich jest unormowanednia rénica
Giniego (angdistance Gini index
E(X - X))

2E(X) @)

gdzie X' jest niezalena kopia zmiennejX, a E oznacza warkg oczekiwag.
ZatemGini(X) mierzysrednie zranicowanie wartéci zmiennejX unormowanej za
pomoa E(X).

Gini(X) =

WSKAZNIK NIEROWNOSCI DLA TABLIC Z WIELOMA
ZMIENNYMI OPISUJACYMI ZBIOR OBIEKTOW

Kierunkowe wskaniki Giniego dla kadej z cectD, KZi KW z osobna oraz
dla ich sumyZ zastpimy teraz kierunkowym wskaikiem nieréwnéci dla trojki
cech hcznie. Ma on ¢ wlasna¢, ze jesli zamiast trojki weémie sk pod uwag
tylko jedmy zmienm, np. D, to wskanik zdefiniowany dla wielu zmiennych
zredukuje si do Gini(D;¢). Konstrukcg wskanika przedstawimy na przyktadzie
trojki X = (D, KZ, KW) w tabeli 1b przy pierwotnym ustawieniu bankéwmBddo

Bs. NiechT, bedzie macierz powstah z tabeli 2b, aﬂ macierz T, poprzedzog
kolumm p o wartgciach (0.2, 0.2, 0.2, 0.2, 0.2):

080 004 000 (02 080 004 000
010 008 003 02 010 008 003
T,=|003 006 005 T,=/02 003 006 005|
002 008 090 02 002 008 090
| 005 075 002] |02 005 075 002]
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Kolumny w macierzaciiy i T¢ traktujemy teraz jako profile zmiennych dla
rozktadow dwuwymiarowych, ktére oznaczymy odpowiedprzez Py. i I5¢,

przyjmujac  jako rozklady brzegowe odpowiednio wektoryr oraz
(0.5, 0.5¢, Q.sz, 0.5%w). Kolumny udziatbw zmiennychD, KZ i KW w
rozktadzie P, maj tacznie wag 0.5, tak sam jak kolumna okrélonego na

bankach jednostajnego rozktadu, z ktorym chcemygwoa macierzT, Rozktad
P, jest wic zadany przez paxTy, 7, a rozktadP, przez pag (T, [0.5, 0.5%);
w tablicach 1a, 1b, 1c wektor [0.5, @5 jest jednakowy i réwny

[0.5, 0.25, 0.20, 0.05].

Znajdziemy najpierw zwizek migdzy wskanikami tau Kendalladla Py i
I5;,. Na podstawie wzoru (8.23) w [Kowalczyk i in. 2004
7(P, )= 2x(n, n,ar(KZ : D; @) + 7y 7 ar(KW : D; @) + 71, 1y ar(KW: KZ; 9)) . (3)
Rozpisujc analogicznia( I5¢) i korzystajc ze wzoru (1) otrzymujemy rows@

T(F;j) = 05xGini(Z;¢) + 025x T(F;j) _ (4)

Moduty obu wskanikow tau Kendalla majnastpujace ograniczenia:
(R sM =1-7% 75, ~ 15y, [1(R,)| <M = 025% 3=153 ~ 71, = Th) . (5

Mozemy wkc wprowadzt ilorazy

DIV (X;¢) = (6)

|7(F,)| Y =
vl INEQ(X; @) =

17(P,)|
M

nazwane w [Kowalczyk i in. 2006] kierunkowym wsgkikiem zr&nicowania
wektora X i kierunkowym wskanikiem nieréwndaci wektora X (DIV od ang.
divergenceIlNEQ od anginequality). Zatem:

INEQ(X; @) = a xGini(Z;¢) + (L-a) x DIV (X;@)). @)

2
gdzie a=3_(n2+n2 oy al[o]]. (8)
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Gdy zamiast trojki zmiennychD( KZ, KW wezmiemy pod uwag tylko jedra
zmienra, np. D, to =1 a=1, l-a=0, Z=D, awkc
INEQ(D; ¢#) = Gini(D; ¢).

Wskaznik INEQ(X; @) zalezy od ustawieniag dla wierszy i ustawieniay
dla zmiennych w wektorzeX. Maksymalny wskanik nieréwnaci INEQqnax
definiujemy za [Kowalczyk i in. 2006] jako:

INEQmax(X) = maxg,» INEQ(X; @,¢) = INEQ(X; @opt , Yhopt)- 9)

Wartcsci INEQna(D, KZ, KW dla danych z tabel 1a, 1b i 1c podanevstabeli 3
tacznie z optymalnymi ustawieniar®op:, Yop), WSpOtczynnikienmu i wartcsciami

wskaznikow Gini(Z; @op) i DIV(X; @opt, Ybp), ktOre wystpuja we wzorze (7) po
wstawieniu do tego wzoru pary ustawig i ¢ maksymalizujcychINEQ(X; @).

POROWNANIE UECIA MOSLERA-KOSHEVOYA Z UECIEM
GRADACYJNYM

Dwie propozycje uogllnienia wskaika nieréwnéci dla pojedynczej
zmiennej, podane w [Koshevoy i Mosler 1997], odiosiz do dwoch ranych
przedstawié wskanika Giniego dla pojedynczej zmiennej, o ktorychabsnowa
w rozdziale 2. W pierwszym przedstawien@ini(X) jest powierzchmni pola
miedzy Ly i L,, w drugim z& usrednionym i unormowanym modutem zroc
wartasci zmiennejX i jej kopii X'. Mosler i Koshevoy zagbuja powierzchng
obszaru midzy Ly i Ly objetoscia pewnej bryly w przestrzeigk+1)-wymiarowej
nazwanej Zonoidem Lorenza, jak rowhieastpuja usrednione odleghei migdzy
wartgsciami zmiennych X i X' usrednionymi odlegtéciami dla wektorow.
Pierwszy wskanik nosi nazw GZI (od Gini Zonoid Index Drugi wskanik,
nazwanyDGI (od distance Gini index jest uogdlnieniem unormowangjedniej
roznicy Giniego (wzor (2)). Wartei GZI(X) i DGI(X) dla danych z tabel 1a, 1b
i 1c 3 zamieszczone w tabeli 3.

W ujeciu gradacyjnym opisanym w rozdziale 3 mamy do @@yia
zwypukh kombinacy nieco innych uogdlnie obu przedstawie wskanika
Giniego dla pojedynczej zmiennej. Pierwszy sktadnik Gini(Z;pop), 0dnosi s
do ré&nicy pol midzy kierunkow krzywa Lorenza dla sumy zmiennych
a diagonal. Drugi sktadnik, (I-a) x DIV(X;@op wop) Usrednia kierunkowe
wskazniki koncentracji dla par zmiennycha one gradacyjnymi wskaikami
zréznicowania zasgpujacymi odlegtéci euklidesowe. Jest godne uwagie
postwenie st dekompozygj tau Kendalla, ktéra dnednia kierunkowe wskaiki
koncentracji, prowadzi do jednoczesnego uwdgienia obu nurtéw uogdélinie
,geometrycznego” i ,odlegikxiowego”.
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Ujgcie gradacyjne przedstawione w tablicy 3 wydagezgiodne z intuicjami
dotyczcymi nierbwndci w tabelach 1a, 1b i 1c, o ktérych byta mowa wstdMe.

Dla danych la wida,gotym okiem” bardzo die zr&nicowanie pomidzy
rekordami dla bankéw (bari®; dominuje pozostate banki, czyli koncentracja jest
bardzo silna), a zatem naje sig spodziewa duzej wartgci Gini(Z;pop).
Natomiast profile kolumnaszblizone i sid naley sie spodziewa matej wartgci
DIV(X; popt, Wopp- Ogolnie koncentracja w tabeli 1la jestzaduoparta gtownie na
zréznicowaniu rekordow dla pierwszego banku i bankéwagstatych. Te intuicje
sa dobrze oddane przez wadtbpodane w tabeli 3.

Tabela 3: Wartéri wyliczanych w artykule wskaikow nieréwndgci.

Wskazniki L
oceniaince Ustawienie tabel
oceniape Tabela 1a Tabela 1b Tabela 1c wg wartosci
nierébwnosé w wekaznikéw
tabelach danych
W ujeciu gradacyjnym:
Optymalne B41 BSY &1 B31 BZ! B41 BSa B4a BSa _
ustawieniegyu B,, By Bs, By B,, B,
Optymalne KZ,KW,D | KW, KZ D| D,KZ KW -
ustawienieyyp:
a 0.775 0.775 0.775 -
INEQnax{X) 0.482 0.456 0.232 la>-1b > 1c
Gini(Z; gopy 0.606 0.393 0.290 la>1b > 1c
DIV(X; @opt: Wopt) 0.053 0.671 0.031 1b>-1as>1c
w ujeciu Moslera i Koshevoya:
GZI(X) 0.0011 0.1833 0.0003 1b>-1as>1c
DGI(X) 0.363 0.531 0.180 1b=1as>1c

Dla danych w tabeli 1b, zamiast koncentracji kdpita jednym banku jak
w 1la, mamy do czynienia z wyra koncentraci w dwéch bankachB; i Bs), co
kaze skt spodziewa duzej wartgci wskaznika Gini(Z;¢.p), Mmniejszej jednak niw
la. Natomiast profile zmiennych w 1h bardzo zrénicowane w kadej z par
zmiennych(D, KZ), (D, KW) i (KZ, KW) co kae sk spodziewa duzej wartcci
DIV(X; @opt, Wopy, Znacznie wikszej ni w przyktadzie la. Te intuicjeagonownie
zgodne z wartiami wskanikow podanymi w tabeli 3. &@ednienieGini(Z;¢qp)
i DIV(X; @opt, Wop) za pomog a i (1 —a) prowadzi do wartei maksymalnej
nierownaci INEQa(X) nieco mniejszej iw przyktadzie 1a.
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Dane w tabeli 1¢c wykazgjumiarkowane zrinicowanie pomidzy bankami
i bardzo mate zrinicowanie profili poszczegdlnych zmiennych (np. iatlz
depozytéw dla poszczegdlnych bankdwbardzo podobne do udziatdow kredytdéw
wsréd tych bankow). Mzna sk wigc spodziewé umiarkowanej (ale mniejszejmi
w tabelach 1la i 1b) wadoi Gini(Z;pey) Oraz bardzo matej wardoi
DIV(X; @opt, Wopy- Tak wignie jest w tabeli 3.

Jak s¢ wydaje, Mosler i Koshevoy sktaniggic ku opisywaniu nieréwniei
wielocechowej dwoma wskaikami, GZI(X) i DGI(X), a nie jednym globalnym.
Préba 4cznej interpretacji wartgi obu tych wskanikbw w zestawieniu ze
wskaznikami gradacyjnymi &dzie podgta w [Kowalczyk i in. 2006]. Tutaj
zwrocimy tylko uwag, ze w przyktadach la i 16ZI(X) przyjmuje mate wartzi,
co wynika z faktu,ze zmienne s w tych tabelach silnie skorelowane. Gdyby
ktorekolwiek dwie zmienne byly liniowo zalee, to warté¢ GZI(X) bylaby
réwna Q

Tabela 1c — zgodnie z intuicjami we Wgie — uzyskala najmniejsze
wartasci wszystkich wskanikéw wysepujacych w tabeli 3. Z kolei tabela 1a ma
wartasci wskaznikow INEQna(X) i Gini(Z;pon) Wigksze nik tabela 1b, a dla
wskaznikow DGI(X), GZI(X) i DIV(X; gopt, Wop) jESt przeciwnie. Przypomnijmy,
ze intuicyjny oad we Wstpie sklaniat si raczej ku wyszej ocenie nierowroi
w tabeli 1a.

INNE KONCEPCJE POMIAROW NIEROWNEXCI

Poza oméwionym jupodegciem Moslera-Koshevoyazywajacym narzdzi
analizy wypuktej, w literaturze wy¥ia sk jeszcze dwa podgjia: jedno oparte na
tzw. funkcjach dobrobytu (angsocial welfare functions)a drugie oparte na
funkcjach wyteczndci [Savaglio 2004]. Funkcje te s do sprowadzania
macierzy danych w tablicy x k do pojedynczej zmiennejro~wartgciach, ktorej
nierbwnag¢ ocenia s hastpnie za pomag wskanikéw jednowymiarowych.
Przeghd takich wskanikow zawiera [Weymark 2004]. Prace Savaglio oraz
[Gajdos i Weymark 2005] zawieraj aksjomatyczne gfia pomiaru
wielowymiarowej nierowngéci. W drugiej z tych prac podanea rzyklady
wskaznikdw  wielowymiarowej nieréwnei, ktore powstaly z rozmaitych
uogolnier wskaznikdéw jednowymiarowych.

Uzytecznd¢ bada nad pomiarem koncentracji w dziatadsd sektora
bankowego przedstawia raport Jackowicza i Kowalévgek [2002], w ktorym
rozpatrywana jest koncentracja weeip jednowymiarowym. Autorzy pigzwe
wstepie, ze miary koncentracjiasw praktyce wykorzystywane do wyznaczenia
regut prowadzonej polityki ochrony konkurencji, jabwniez do obj&nienia
przyczyn zachowa niekonkurencyjnych lub do oceny skutkow niejedmvadép
efektywndci uczestnikdw rynku.



329

LITERATURA

Gajdos T., Weymark J. A. (2005) Multidimensionahggralized Gini indicesiEconomic
Theory 26, str. 471 — 496

Jackowicz K., Kowalewski O. (2002) Koncentracja adzingci sektora bankowego
w Polsce w latach 1994-2000, Departament AnaBada, Narodowy Bank Polskil43
Warszawa

Koshevoy G., Mosler K. (1997) Multivariate Gini iieds,Journal of Multivariate Analysijs
60, str. 252 — 276

Kowalczyk T., Pleszczska E., Ruland, F. (red.). (200&rade Models and Methods for
Data Analysis Studies in Fuzziness and Soft Computing No 181,1s- 477, Springer:
Berlin-Heidelberg-New York

Kowalczyk T., Pleszczyska E., Szczesny W., Wiech M (2006) Measurement of
multivariate inequality based on Kendall tau or &p@an rho\{ przygotowaniy

Rietveld P. (1990) Multidimensional Inequality Coaniggons, On Aggravation and
Mitigation of InequalitiesEconomic Letters32, str. 187 — 192

Savaglio E. (2004Multidimensional inequality: a survew: Farina F., Savaglio E. (red.)
Inequality and economic integration, London: Roddjie

Weymark J. A. (2004Yhe normative approach to the measurement of nikidsional
inequality w: Farina F., Savaglio E. (red.) Inequality armbrmic integration, London:
Routledge

Concepts for measures of inequality in multivariatedata

Summary: The article consists of three main parts. The fpatt introduces
concepts of directional Lorenz curve and directi@iai index, generalized then to
obtain suitable terms concerning concentration omeas In the second part some
inequality indices are introduced, which presegirade approach to multivariate
datasets. As an example three datasets concelimadpdnks and three variables
(deposits, Polish currency loans and foreign cuwydnans) are considered. The
final part consists of comparison of grade approsxhapproach proposed by
Mosler and Koshevoy, followed by a short accountsoie other concepts of
inequality measurement.

Key words: directional Lorenz curve, directional Gini indegpncentration,
inequality, diversity, Kendall's tau, grade datalysis



