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Estymacja ilorazu dwdéch $rednich w kolejnym
okresie badania

Wprowadzenie

Wiele sposréd waznych badan metoda reprezentacyjna, wykonywanych
zaro6wno przez instytucje rzadowe, jak i firmy komercyjne przeprowadzajace
analize rynku, powtarzanych jest w regularnych odstepach czasu. Do badan
takich wykonywanych przez GUS naleza m.in.: ,,Badania aktywnosci ekono-
micznej ludnodci”, ,,Badania budzetéw gospodarstw domowych” oraz ,,Spisy
rolne”. Czgstym przedmiotem zainteresowania w tego typu badaniach jest es-
tymacja ilorazu wartosci globalnych ($rednich) dwdch cech. Szacuje si¢ m.in.:
stosunek liczby pracujacych mezczyzn do liczby pracujacych kobiet, przecigtne
wydatki i spozycie w gospodarstwie domowym na osobg, przecigtny plon psze-
nicy z ha, stosunek powierzchni przeznaczonej pod uprawe pszenicy do po-
wierzchni pod uprawe zyta itd.

Przy powtarzaniu badania reprezentacyjnego powstaje pytanie: w jaki spo-
séb wykorzysta¢ informacje z okresu poprzedniego, aby zwigkszy¢ efektyw-
nos$¢ oceny dla okresu badanego? Istnieje szeroko rozwinigta teoria dotyczaca
badan powtarzalnych, ale zwigzana raczej z szacunkiem takich parametrow,
jak $rednia cechy (warto$¢ globalna) na okres biezacy, rdéznica srednich
w dwéch kolejnych okresach czy tez §rednia z kilku okreséw badania. Problem
estymacji ilorazu wartosci globalnych (Srednich) dwdch cech w przypadku ba-
dan powtarzalnych jest bardziej skomplikowany i rzadziej poruszany w literatu-
rze, chod z praktycznego punktu widzenia na pewno nie mniej wazny.

Schemat losowania dwustopniowego

Zakladamy, ze N-elementowa populacja -zostata podzielona na M rozlacz-
nych, niepustych podzbioréw zwanych jednostkami losowania pierwszego
stopnia (lps) (w praktyce jednostkami lps sg np. rejony statystyczne czy tere-
nowe punkty badan). Jednostka losowania pierwszego stopnia o numerze h
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zawiera N; jednostek badania, nazywanych jednostkami losowania drugiego
stopnia (Ids) (dla przyktadu w ,,Badaniach budzetéw gospodarstw domowych”
jednostkami lds sq mieszkania). Losowanie dwustopniowe polega na tym, ze
najpierw losujemy sposréd M jednostek Ips m jednostek wedlug wybranego
schematu. Na drugim stopniu losowanie przeprowadza sie tylko w wylosowa-
nych wezesniej jednostkach Ips, przy czym zaklada sie, ze liczby jednostek Ids
n, losowanych z jednostek Ips ustalane sg przed losowaniem.

Wartos$¢ cechy Y u j-tej jednostki 1ds nalezacej do h-tej jednostki lps ozna-
czamy przez Yy th=1,2,..,M,j=1,2, .., Ny). Przyjmujemy poza tym naste-
pujace oznaczenia:

i ?

Ny
— wartos¢ globalna cechy Y w h-tej jednostce Ips: ¥, = EY,
=1

— wariancja cechy Y dla h-tej jednostki Ips:

2h Nh _12( [T h 4

11

M
—  wartos¢ globalna cechy Y dla catej populacji: ¥ = ZYh ,
h=1
—  warto$¢ cechy Y u jednostki lds wylosowanej w i-tym ciagnieniu z jed-

nostki Ips wylosowanej w g-tym ciagnieniu: y,;.

W artykule rozpatrujemy schemat losowania dwustopniowego: 1-lppxzz,
2-lpbz. Skrét 1-lppxzz oznacza, Ze na pierwszym stopniu stosowany jest sche-
mat: losowanie z prawdopodobienstwami proporcjonalnymi do wartosci cechy
X ze zwracaniem (lppxzz), tzn. prawdopodobiefistwo wyciagniecia h-tej jed-

Xh

ZXII

h=1
stopniu stosowany jest schemat: losowanie proste bez zwracania (Ipbz). Cechg
dodatkowa w praktyce jest czgsto wielko$¢ jednostki lps mierzona liczba jedno-
stek lds w niej zawartych.

Schemat losowania dwustopniowego nalezy do najczesciej stosowanych
schematow w praktyce badan reprezentacyjnych. Poza tym, losowanie jedno-
stopniowe jest szczegélnym przypadkiem wyzej wymienionego, tak wiec
przedstawiona w artykule teoria przenosi si¢ rbwniez na ten schemat losowania.

nostki w pojedynczym ciagnieniu wynosi p, = , natomiast na drugim
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Jezeli proba zostata Wylosowana zgodnie ze schematem losowania dwu-
stopniowego: 1-lppxzz, 2-lpbz, to ebtymatorem nieobcigzonym wartosci glo-
balnej Y jest statystyka

a jej wariancja dana jest wzorem

h=1

Dz(y)=—1~ ip Lo 2+§:N (N, -n,) S
m h h h h D7 ’
Natomiast kowariancja

[, (v Z M Sy
COV(y,Z)=—[2p,i(i~YIp—h—Z]+2Nh(Nh-n,,) 2 }
h

h=1 h h=1 p h'"h

gdzie

1

Zhyz =T 2( o —Y, )(Zh] N Zh) .
h h

W dalszym ciagu pracy stosujemy oznaczenia:

2 M Yh 2 M S22h
2w =Y p, p—~Y + Y N, (N, -n,) ,

e B h=1 Py,

Z U Sth
cw,zy=|Np,| -7 |2z |+ N, WV, —n,) 22|
{hZI : pz ph g ’ ’ I phnh

c,z) _ Cov(y,2)
S(NSZ) D)D)

pY,Z)=
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Rozwazamy obecnie problem, w ktérym badanie reprezentacyjne dotycza-
ce tej samej populacji przeprowadzane jest dwukrotnie. W pierwszym okresie
losujemy m jednostek lps (nastepnie z kazdej jednostki odpowiednia liczbe
jednostek 1ds). W drugim okresie pewng cze$¢ proby pozostawiamy do badania,
a dokfadniej pozostawiamy pm (0 < p < 1, pm € N) jednostek Ips (wraz
z wylosowanymi jednostkami 1ds), natomiast gm = (1 — p)m jednostek Ips do-
losowujemy z wyjéciowej populacji, tj. sposréd M jednostek Ips i dalej z nich
losujemy jednostki Ids.

Interesuje nas odpowiedZ na pytanie, jaka czgséé proby (4. frakeje jedno-
stek Ips) nalezy pozostawi¢ do badania w drugim okresie oraz jak wykorzystaé
informacje z okresu poprzedniego w celu zwigkszenia efektywnosci estymacji
na okres biezacy.

Przyjmujemy nastepujace oznaczenia:

—  estymator warto$ci globalnej Y; w okresie t (t = 1, 2) obliczony na podsta-
wie wspolnej dla obu okreséw czesci proby:

B 1 mpN_

—  estymator warto$ci globalnej Y, w okresie t (t = 1, 2) obliczony na podsta-
wie czescl proby badanej tylko w jednym okresie:

Proponowane estymatory

Y
Klasyczny estymator Ry = —% = ilorazu wartosci globalnych (sred-
2

nich) dwéch cech w drugim okresie badania:

%
X2

¢
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Estymator ten nie wykorzystuje informacji z okresu poprzedniego. Przyblizony
blad $redniokwadratowy tego estymatora wynosi:

Ry | S*(¥, (X
MSE(t) = == S (22) $5¢ 22) _p . Xy)
m| Y. X, Y, X,

2

2

_RG,
m

gdzie
G, =V (¥)+V*(X)-2VE)V(X)p¥,.X,),
vy =S & yy=SED) g X oqn

Y, X, X,

Estymator R, zaproponowany przez Tripathiego i Sinhe [2]:

tTS = QrZIp + (1~ Q)r?_q >

gdzie

=2 o

Tox, Tox,, +b (% - x,,)

ZC(YZ,YI) *:C(XZ,XI)'
S*(¥) S* (X))

Q jest tak dobrane, zeby minimalizowato blad $redniokwadratowy MSE(trs), tzn

o - MSE(r,,)
 MSE(r,,)+ MSE(r,,)”

Przyblizony blad $redniokwadratowy tego estymatora wynosi:

R’G, G,—qgF
MSE(ty) =~ 222 2"
‘ m G,-q°F mo_g

gdzie
F=V*¥,)p* (¥, 7) +V2(X,)0*(X,, X,) - 2V WV(X,) p(X,, X, )p(¥,, X,)
—2V(T)V(X,) P, R)p(X,, V) + 2V, )V (X,) p(,, 1) p(X,, X )T, X))
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Optymalna warto$¢ q (minimalizujaca MSE(trs)) przedstawia sig nastepujgco:

qoptzl, gdy F <0,

1
QOpt:—————_—T’ gdy
1+ [1-—
G,

Esrtymator R, zaproponowany przez Okafora i Arnaba [1]:

F=0.

! :&:ny‘zp—l_(l_Qy)qu
OA ' ' ?
X, Q.%,, +(1-0)x,,

gdzie
y2p :y2p+by(yl_y1p)’ Xop =X, +bx(x1_x1p)-
Autorzy zaproponowali przyja¢ takie warto$ci wspdtczynnikéw Qy oraz by,

ktére minimalizuja D*(y,) i analogicznie takie Q, oraz by, ktére minimalizuja
D?(xy), tzn.

_ C(Z,,Z))
4 Sz(Zl) ’
Dz(zz )
Qz = 2 qz - ? "‘y:
D*(z,,)+D"(z,,)
Autorzy zatozyli, ze
@ ' Py, ¥,) = P(x, %) = P,

1 : :
i przy tym zatozeniu przyjeli ¢ = ——=—=—=, ktdére minimalizuje jednoczesnie
1++1-p]

Dz‘(y'z) oraz Dz(x'z).
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Przyjmujac dalsze zalozenia

(11) lo(yi’xj):p= i>j:1a 2,
Gi) V) =VX,)=Y,

autorzy przedstawili wzér na przyblizony blad sredniokwadratowy swojego
estymatora.

MSE, (1) ~ 22 §1+«/1 o)1= )+ py(p=po)}.

Zaproponowana nowa postaé estymatora R,:

Iy = Qr’l"p +(1- Q)”zq )

gdzie
y . ~ Yap 7N Y
r2q=——21, Ty = Ty, tb(r—1,) =20 p(El -2y,
Xog X3p X Xy
E:E(rZ—RZ)(n——Rl).
E(r,—R))*

Wykonujac odpowiednie obliczenia, otrzymujemy:

I, H
IG

b=
gdzie
H = V)V (TP, 1)+ VXV (X)X, X,) +
_V(Yl)V(Xz)p(YPXz) —V(Yz)V(X1)p(Y2’X1)>
YZ I XZ

]Y:-—-—, y =

Y, X,

Q wybieramy tak, aby minimalizowato MSE(t,), tzn.

_ MSE(n)
 MSE(r, )+ MSE(r,,)
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Biad $redniokwadratowy zaproponowanego przeze mnie estymatora wynosi:

H 2
rG, -GG
MSE(t,) =—*—2 — 22
mo_ 7 H
GG,
MSE(t,) osiaga najmniejsza warto$é dla

1+ [1- H
GIGZ
Zatem optymalna frakcja jednostek lps, ktére powinny by¢ pozostawione do
badania w okresie nastgpnym, wynosi: p,, =1-¢,, .

Podstawiajac qop do wzoru na biad §redniokwadratowy otrzymujemy:

R2G, 1 H*
MSE (t,)=~=-2"2—(1+ _[1- .
an () m 2( \/ Gle)

Estymator zaproponowany przeze mnie jest troche bardziej skomplikowany
w konstrukeji niz estymatory proponowane wczesniej (trudno jest oszacowaé:

b ). Ma on jednak t¢ zalete, iz wszystkie wspotezynniki liczone byly tak, aby
minimalizowaty blad §redniokwadratowy catego estymatora (w przypadku es-
tymatora Tripathiego-Sinha wsp6tczynniki b, b” nie spetniaty tego kryterium).

Porownanie estymatoréw oraz koncowe wnioski

W tej czesci opracowania zatozymy spetnienie warunkéw (i) — (iii). Dla
réznych wartosci p, po poréwnamy efektywnos¢ estymatora zaproponowanego
przeze mnie z efektywnoscia pozostalych estymatoréw wykorzystujacych in-
formacje z okresu poprzedniego.
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MSEopt(tA)/MSEopt(tTS):
P 0.1 0,3 0,5 0,7 0,9
Po
0,1 1,000 0,979 0,800 -- --
0,3 0,998 1,000 0,958 - -
0,5 0,999 0,988 1,000 0,873 -
0,7 0,9996 0,995 0,976 1,000 -
0,9 0,9999 0,999 0,995 0,980 1,000
MSE opi(ta)/ MSEopi(toa):
p
0,1 0,3 0,5 0,7 0,9
Po
0,1 0,997 0,963 0,767 -
0,3 0,998 0,976 0,882 - -
0,5 0,999 0,984 0,928 0,687 -
0,7 0,999 0,989 0,954 0,833 -
0,9 0,9995 0,994 0,974 0,910 0,607

Jak widaé, estymator skonstruowany jako estymator liniowy od rap, rag, I,
r1p okazat si¢ nieco lepszy od estymatoréw proponowanych wczedniej (- ozna-
cza, ze dana kombinacja p, py jest niedopuszczalna). Zobaczymy teraz, jaki jest
zysk na efektywnosci przy zastosowaniu estymatora ty W poréwnaniu z zasto-
sowaniem estymatora klasycznego, ktéry nie wykorzystuje informacji z okresu
poprzedniego.

100% [MSE(t) — MSEpi(ta)/MSEqp(ta):

p

0,1 03 0,5 07 0,9
Po _
0,1 0,0 2,1 25,0 - -
03 1,3 0,0 4,4 - -
05 55 2,1 0,0 14,6 -
07 14,6 9,9 4,4 0,0 -
0,9 37,2 32,0 25,0 14,6 0,0

W zaznaczonych rubrykach (gdy odpowiednie wspotezynniki korelacji, jak
mozna bylo si¢ spodziewaé, sa wysokie) zysk na efektywnosci jest znaczny
i przekracza 10%.
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Na koniec powiemy jeszcze kilka stdw o estymatorze zaproponowanym
przez Okafora i Arnaba. Jego zaleta jest prosta konstrukcja. Jak widzielismy,
okazat si¢ on jednak mniej efektywny od estymatora zaproponowanego przeze
mnie. W niektérych przypadkach okazuje si¢ on mniej efektywny nawet od
estymatora klasycznego t, ktéry zadnych informacji z okresu poprzedniego nie
wykorzystuje.

MS Eop(ton) MSE(t):
P 0,1 0.3 05 07 0,9
Po
01 1,003 1,017 1,043 - -
03 0,989 1,024 1,087 - -
05 0,949 0,995 1,077 1,270 -
07 0,873 0,920 1,004 1,200 -
0,9 0,729 0,762 0,821 0,959 1,647
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Estimation of population ratios on the most recent
occasion

Abstract

. The paper concerns survey sampling on repeated occasions. We discuss the
estimation of the ratio of two population totals (means) on the second occasion
using the two stage sampling. We present three estimators (including one new),
based on informations from previous and recent occasions, and we compare the
estimators with the ordinary ratio estimator.

|



