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Wspotczynniki techniczne a stabilnosé
rozwigzania optymalnego zadania
programowania liniowego

Wprowadzenie

Brak prostych regut (wzoréw) rzadzacych zmianami wartosci wspétczyn-
nikéw technicznych znajdujacych si¢ przy bazowych zmiennych decyzyjnych
w warunkach napigtych przy decyzji optymalnej stanowi istotng przeszkode
w kompleksowej analizie zmian warto$ci parametréw wejsciowych zadania
programowania liniowego. Daje si¢ to szczegdlnie zauwazyé w- podrecznikach
do ekonometrii (badan operacyjnych), gdzie pomijana jest analiza zmian warto-
$ci wspdtezynnikéw technicznych [11, s. 278-293; 12; 13, s. 190-194]. Row-
niez programy komputerowe stuzace rozwigzywaniu zagadnien programowania
liniowego nie oferuja opcji analizy zmiennosci wspoétczynnikéw technicznych.
Natomiast praktyka konstruowania modeli programowania liniowego wskazuje,
ze czesto faktyczne wartosci wspdlczynnikéw funkeji celu i wyrazéw wolnych
sg wlaczane do grupy wspolezynnikow przy zmiennych w warunkach ograni-
czajacych. Dodaé réwniez nalezy, iz wspdtezynniki techniczne stanowig naj-
liczniejsza grupe parametréw wejsciowych kazdego zadania programowania
liniowego.

Dotychczas nie stawiano pytan, czy istnieje praktyczny sens badania zmian
warto$ci wszystkich wspotczynnikéw przy zmiennych w warunkach ograni-
czajacych!. Wiele przestanek wskazuje na to, ze istnieja parametry, ktérych
warto$ci — niezaleznie od zmian w sytuacji decyzyjnej — sa zawsze stale (nie-
zmienne).

Przedstawiane w literaturze pojecie stabilnosci rozwiazania optymalnego
[9, s. 169; 14, s. 225] wydaje sie takze zbyt ogblnikowe. W tej kwestii rowniez
zaproponowano pewne uscislenia i uszczegblowienia.

'Dotyezy to takze pozostatych parametréw zadania programowania liniowego.
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Celem niniejszego opracowania jest rekonstrukcja koncepcji analizy sta-
bilnosci rozwigzania optymalnego w odniesieniu do regul zmian wartosci
wspbtezynnikéw technicznych przy bazowych zmiennych decyzyjnych w wa-
runkach napigtych przy decyzji optymalnej. W opracowaniu postawiono hipo-
teze, iz nieliniowe formuty zmiennoéci tych wspétczynnikéw mozna wyprowa-
dzi¢ z liniowych regut zmian wartosci wspotezynnikéw funkcji celu i wyrazéw
wolnych. Sformutowanie tej hipotezy oparto na $cistych zwiazkach wspétezyn-
nikéw technicznych z wyrazami wolnymi i wsp&tczynnikami funkeji celu
w kazdym modelu programowania liniowego oraz na wynikajacych stad analo-
gicznych skutkach zmian wartosei tych parametrow wejsciowych dla uzyska-
nego rozwiazania optymalnego. Weryfikacja powyzszej hipotezy wymagata
dostosowania metodyki analizy dobrze opracowanych formul zmiennosci
wsi)é}czynnikéw funkcji celu i wyrazéw wolnych w celu ich wykorzystania
w analizie zmian wartosdci - wspdtezynnikéw technicznych przy bazowych
zmiennych decyzyjnych.

Pojecie wspétczynnika przy zmiennej w warunku ogra-
hiczajacym

W literaturze ekonomiczno-rolniczej spotyka si¢ mnogosé okreslen i defi-
nicji pojecia wspolezynnika [4, s. 382-383 1 853; 5, s. 24; 10, s. 112; 12, s. 24—
—25; 20, s. 236]. Wynika to z jego usytuowania w modelu, a w szczeg6lnosci
z charakteru warunku ograniczajacego, w ktérym on wystepuje. Wigkszos¢
definicji wspotczynnika podkresla jednostkowe zuzycie (normy) Srodkéw
ograniczajacych przez poszczegdlne dziatalnosci.

Jednakze nawet pobiezna analiza wigckszosci modeli wejsciowych progra-
mowania liniowego wskazuje, ze znajduje si¢ tam wiele wspotczynnikéw, ktdre
nie majg nic wspélnego ze zuzyciem, z produkcjg czy proporcjami. Przedsta-
wiaja one natomiast pewne zalezno$ci logiczne w modelu i przyjmuja tylko
trzy wartosci: —1, 0 i +1. Nie nalezy wykluczaé, ze zuzycie jakiego$ srodka
moze przyjaé ktéras z tych wartosci, jednakze analiza modelu zawsze da nam
odpowiedz, czy jest to zalezno$¢ techniczna, czy logiczna. Przykltadowo: jezeli
wspotczynnik +1 znajduje si¢ przy zmiennej decyzyjnej ,,liczba kréw” i w wa-
runku ograniczajacym ,.bilans pasz tresciwych”, to bedzie wspdtczynnikiem
technicznym?. Ale jesli w tym samym warunku ograniczajacym, przy zmiennej
decyzyjnej ,,ilo$§¢ mieszanki KBW z zakupu” znajdzie si¢ wspotezynnik —1, to

YJego wartosé jest potencjalnie zmienna w zaleznosci od stosowanej technologii zywienia krow.
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bedzie on wspolczynnikiem logicznym, poniewaz niezaleznie od zapotrzebo-
wania na mieszank¢ KBW, ta warto$¢ parametru (—1) bgdzie zawsze je réwno-
wazy¢. Nalezy przy tym dodaé, ze wystepujace w modelu wejsciowym —
w sposdb jawny lub tez w postaci ukrytej — zmienne swobodne i sztuczne maja
wspotczynniki wylgcznie logiczne.

Pewne watpliwosci moga sie pojawi¢ w przypadku zera. Czy nalezy to od-
czytywaé jako zerowy nakiad (zuzycie) — zalezno$¢ techniczna, czy tez jako
brak naktadu (zuzycia) — zalezno$¢ logiczna? Mimo tozsamosci zapisu w mo-
delu obu okreslen — nalezy opowiedzie¢ sie za drugim, ze wzgledu na czestosé
wystepowania.

Celem unikni¢cia wymienionych watpliwosci nalezatoby w przypadku
wspdlezynnikow o charakterze zalezno$ci technicznej uzywaé warto$ci nie-
znacznie réznigcych sig od 0 i +1. Nie zmienitoby to pézZniejszych wynikdw,
a dawatoby — bez wnikania w opis warunkéw ograniczajacych — jednoznaczna
i wizualng charakterystyke zaleznosci. I chyba najistotniejszy aspekt sprawy —
wspdlczynniki te bytyby rozrdznialne przez komputer.

Reasumujac — wspdtczynniki przy zmiennych w warunkach ograniczaja-
cych nalezatoby podzieli¢ na dwie grupy:

a) techniczne, tzn. zmienne w sensie ilo§ciowym;
b) logiczne, tzn. niezmienne (state), ktére przyjmuja tylko wartosci 0 1 £1.

Podziat ten wynika stad, iz analiza stabilno$ci powinna dotyczy¢ jedynie
wspblczynnikéw zaliczonych do grupy a), poniewaz znajdujace si¢ w tych
miejscach modelu parametry wejsciowe — w zaleznosci od sytuacji decyzyjnej
— mogg przyjmowaé rbzne wartosci, czego nie mozna powiedzie¢ o wspdl-
czynnikach zaliczonych do grupy b). Nalezy réwniez stwierdzi¢, ze z rachun-
kowego punktu widzenia mozna badaé takze zmienno$é wspdtczynnikow
z grupy b), czyli peing ich zbiorowos¢, jednakze nie miatoby to zadnego zna-
czenia praktycznego. Wynika to stad, ze ta grupa parametréw ze swej istoty jest
niezmienna i przedstawia uwarunkowania wewngtrzne modelu, nie za$ zalez-
nosci zmienne w sensie ilo§ciowym.

Pojecie stabilnosci

Przedmiotem analizy stabilno$ci rozwiazania optymalnego zadania pro-
gramowania liniowego jest badanie wplywu zmian wartos$ci parametréw wej-
$ciowych zadania na uzyskane bazowe rozwiazanie optymalne. Analiza stabil-
nosci jest czescia tzw. analizy pooptymalizacyjnej (postoptymalizacyjnej) [1, s.
332; 14, 5. 225; 16, 5. 222; 17; 18].
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Stabilno$¢ rozwiazania jest warunkiem dostatecznym jego optymalnosci.
Oznacza to, iz zmiany warto$ci parametrow zadania nie moga naruszy¢ stanu
optymalnosci. Naruszenie stabilno$ci rozwigzania jest jednoznaczne z utrata
jego optymalno$ci. Przywracanie naruszonej stabilno$ci moze byé réwniez
przedmiotem analizy pooptymalizacyjnej, o ile do tego nie wykorzystuje sig
dodatkowego postepowania iteracyjnego algorytmem simpleksowym.

Z warunkow stabilnosci wynika, Ze analizie tej nie podlega ksztattowanie
sie warto$ci funkcji celu, poniewaz jest ona kategoria wylacznie wynikowa,
a poziom jej wartosci musi by¢ zawsze optymalny (warunek konieczny). Na-
tomiast warunki dodatkowe (wahania wartosci zmiennych bazowych) daja
mozliwo$§¢ ustalenia kilku rodzajéw (poziomoéw) stabilnosci. Proponuje sig
nastgpujace:

1) stabilno$¢ warto$ci zmiennych;
2) stabilno$¢ wartoéci zmiennych decyzyjnych;
3) stabilnos$¢ bazy (struktury zmiennych bazowych, zmiennych niebazowych).

W pierwszym przypadku zmiany warto$ci parametréw wejsciowych nie
moga mie¢ wplywu na wartosci zmiennych bazowych. Dotyczy to wszystkich
zmiennych, ktére moga stanowi¢ sktad bazy rozwiazania optymalnego, a wiec
zmiennych decyzyjnych i swobodnych.

Drugi przypadek ogranicza niezmienno$é warto$ci wylacznie do zmien-
nych decyzyjnych. Jak wiadomo, sa one zasadniczymi elementami rozwigzania.
Oznacza to, ze zmienne, ktdre sq zwiazane z warunkami luZznymi przy decyzji
optymalnej, czyli bazowe zmienne swobodne, moga zmienia¢ swoje wartosci,
a wystarcza jedynie fakt ich obecnosci w bazie rozwigzania.

Trzeci rodzaj stabilno$ci zachowuje jedynie warto$ci zmiennych niebazo-
wych, ktére w bazowym rozwigzaniu optymalnym sg zawsze rowne zeru. Na-
tomiast zmienne bazowe mogg przyjmowaé dowolne wartosci nieujemne.

Oceniajac poszczegélne przypadki stabilnosci rozwigzania, nalezy stwier-
dzi¢, ze najbardziej pozadanym jest przypadek 1). Sytuacja 2) gwarantuje row-
niez dotrzymanie najistotniejszych wartosci rozwigzania, tj. zmiennych decy-
zyjnych, wiec z praktycznego punktu widzenia niewiele rézni si¢ od sytuacji 1).
Przypadek 3) — ze wzgledu na mozliwosci zmiany warto$ci wszystkich zmien-
nych bazowych — moze mieé znaczng przydatnosé praktyczng w dostosowywa-
niu rozwiazania problemu decyzyjnego do wymogoéw rzeczywistosci.

Z powyzszego wynika, ze rodzaje stabilnosci rozwigzania optymalnego
maja uktad hierarchiczny. Mimo tego, przekroczenie zakresu mozliwej zmiany
warto$ci parametru wejsciowego nie da mozliwosci przejscia na nizszy poziom
stabilnosci, lecz zawsze pociagnie za sobg zmiany w strukturze bazy. Oznacza to,
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iz w bazie rozwiazania pojawi sie co najmniej jedna nowa zmienna®. Oznacza to
réwniez, ze okreSlony parametr wejsciowy — zaleznie od jego usytuowania
wzgledem rozwigzania optymalnego — moze byé zwiazany tylko z jednym po-
ziomem stabilnosci i moze mie¢ tylko jeden zakres mozliwych zmian wartosci.

Miara stabilno$ci rozwigzania sg zmiany warto$ci parametréw wejscio-
wych, ktére zachowujg przedstawione wezesniej warunki, tj. optymalno$é roz-
wigzania pierwotnego i odpowiedni (zawsze okre$lony) rodzaj stabilnosci.
Zmiany wartos$ci parametrow okresla si¢ za pomoca dtugosci zakreséw i/lub
granic zmienno$ci. Dtugo$¢ zakresu zmiennos$ci okresla, o ile moze sie zmniej-
szy¢ (dtugos¢ dolnego zakresu) lub zwigkszy¢ (dlugo$é gdérnego zakresu)
przyjeta w zadaniu warto$¢ parametru, aby stabilno$¢ rozwiazania byta jeszcze
zachowana. Wynika z tego, ze dtugosci zakreséw zmienno$ci nie moga przyj-
mowaé wartosci ujemnych. Granica zmiennosci okresla, do jakiej wartosci
mozna zmniejszy¢ (granica dolna) lub zwigkszy¢ (granica gérna) dany para-
metr, aby stabilno$¢ rozwiazania byta jeszcze zachowana. Mozliwe jest row-
niez postugiwanie sie pojeciem przedzialu zmiennosci, okreslonym jako zbidr
wartosci nie mniejszych od granicy dolnej i jednoczesnie nie wigkszych od
granicy goérne;j.

W ogblnym zapisie algebraicznym miary stabilno$ci rozwiazania optymal-
nego mozna przedstawi¢ w sposob nastgpujacy:

1) GDp = p—ZDp,
2) GGp = p+ ZGp,
(3) PZp e (GDp;GGp),
gdzie:

p — warto$¢ parametru wejsciowego;

GDp — dolna granica zmienno$ci parametru wejsciowego;

GGp — gbrna granica zmiennosci parametru wejsciowego;

ZDp — dtugo$é dolnego zakresu zmian wartosci parametru wejsciowego;
ZGp — dlugo$¢ gérnego zakresu zmian wartosci parametru wejsciowego;
PZp — przedzial zmienno$ci parametru wejsciowego.

Cechg charakterystyczna ustalania miar stabilnosci jest to, ze zakresy
zmian warto$ci parametréw wejsciowych sa mozliwe do obliczenia bez dodat-
kowego postgpowania optymalizacyjnego opartego na algorytmie simplekso-
wym, a jedynie na podstawie analizy numerycznej pewnych fragmentéw tabli-
cy simpleksowej rozwiazania optymalnego.

*Niekiedy moze to réwniez doprowadzi¢ do sprzecznosci zadania.
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Przyczyny trudnosci w analizie

Sposréd trzech rodzajow parametréw wystepujacych w wejsciowym mo-
delu programowania liniowego, tj. wspdtczynnikéw funkcji celu, wyrazéw
wolnych i wspdtczynnikéw technicznych, te ostatnie maja najskromniejszg
literature dotyczacg ich zmiennosci. W literaturze poswigconej zastosowaniom
analizy stabilnosci spotkaé mozna jedynie probe analizy wspdtezynnikéw tech-
nicznych przy niebazowych zmiennych decyzyjnych w ograniczeniach zwigza-
nych z niebazowymi zmiennymi uzupetniaj acymi® (warunek napiety przy decy-
zji optymalnej) [6, s. 47-49]. Takze literatura programowania liniowego wska-
zuje na trudno$ci zwiazane z analiza zmiennosci wspdtczynnikéw technicz-
nych, a w szczegolnosci znajdujacych si¢ przy bazowych zmiennych decyzyj-
nych w warunkach napigtych przy decyzji optymalnej. Trudnosci te wynikaja
stad, ze zmiana warto$ci jednego wspdtczynnika technicznego moze spowodo-
waé zmiany wartosci wszystkich elementow tablicy simpleksowej rozwigzania
optymalnego. Dodatkowym utrudnieniem analizy jest to, ze skutki zmian war-
todci wspdtezynnikéw technicznych — w odréznieniu od pozostatych parame-
trow — majg charakter nieliniowy [14, s. 260].

W literaturze programowania liniowego z lat 60. 1 70. wspdlczynniki tech-
niczne przy bazowych zmiennych decyzyjnych w warunkach napietych przy decy-
zji optymalnej byty pomijane w analizie stabilnosci 3, s. 76; 15, s. 56]. W latach
pdzniejszych spotkad si¢ mozna z analiza zmian wartosci wigcej niz jednego
wspdtezynnika technicznego (kolumny lub wiersza) [14, s. 260-268; 19, s. 113—
—119], chociaz nie podaje sie tam regut dotyczacych zmiennosci pojedynczego
wspblczynnika technicznego, w odrdznieniu od pozostalych parametréw, czyli
wspolczynnikow funkcji celu i wyrazéw wolnych [14, s. 240; 19, s. 104-112]. Po-
dobnie zostala potraktowana ta kwestia w monografii dotyczacej analizy poopty-
malizacyjnej [7, s. 79 1 176 w poréwnaniu ze s. 258-272]. Ukazalo si¢ réwniez
opracowanie [8, s. 136-139], gdzie przedstawiono teoretyczne reguly zmian warto-
$ci wspotezynnikéw technicznych dla zadan z minimalizowang funkcjg celu. Uzy-
skane wzory byly na tyle skomplikowane (trdjcztonowa formuta dla wspdtezynni-
kéw technicznych przy bazowych zmiennych decyzyjnych), ze nie zilustrowano
ich przyktadem, ktéry wykorzystano przy analizie zmian wartosci wsp6tczynni-
kéw funkcji celu 1 wyrazéw wolnych [8, s. 134-135].

*Niebazowa zmienna uzupelniajaca (dodatkowa) jest zawsze zwiazana z warunkiem ograniczajacym
i stuzy do przeksztatcenia klasycznej lub mieszanej postaci zadania wejéciowego do postaci standar-
dowej. Zmienna uzupetniajacg moze byé zmienna: swobodna niedoboru (znak relacji ,,<”), swobodna
nadmiaru (znak relacji ,,=") lub sztuczna (znak relacji ,,="). '
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Zatozenia proponowanej metody analizy

Nie opracowano dotychczas prostych regut rzadzgcych zmianami wartosci
wspdlezynnikéw technicznych usytuowanych w zadaniu wejsciowym przy
bazowej zmiennej decyzyjnej w warunku napietym przy decyzji optymalnej’.
Modyfikacja wartosci takiego wspdtczynnika technicznego moze spowodowaé
zmiany warto$ci wszystkich danych znajdujacych sie w tablicy simpleksowe;j
rozwiazania optymalnego®. Mimo iz znana jest w literaturze formuta Bodewiga
dotyczaca skutkéw zmian w macierzy odwrotnej bazy spowodowanych okre-
$long zmiang elementdéw jednej linii (wiersza lub kolumny) w macierzy odwra-
canej {7, s. 257 i dalsze] oraz tréjcztonowa formuta zmian wartosci wspoélczyn-
nika technicznego dla zadan z minimalizowang funkcja celu [8, s. 136-139], to
jednak nie wyprowadzono dotychczas podobnie prostych formut — umozliwia-
jacych na wzdér pozostatych parametréw zadania wejsciowego — okreslania
dtugosci zakreséw/granic zmiennoéci pojedynczych tego rodzaju wspdtczynni-
kéw technicznych.

Konfrontacja powyzszych uwag z zakresem stabilnosci rozwigzania opty-
malnego prowadzi do wniosku, iz w przypadku wspdtczynnikéw technicznych
znajdujacych si¢ w tablicy wejsciowej przy bazowe] zmiennej decyzyjnej
w warunku napietym przy decyzji optymalnej mozna moéwié¢ jedynie o najniz-
szym poziomie stabilnosci, tj. stabilnoéci bazy. Znaczy to, iz bedzie nalezato
poszukiwaé takich zmian wartosci wspdtezynnikdéw technicznych, ktére nie
naruszg zestawu zmiennych bazowych, natomiast moga powodowaé zmiany
ich wartosci (nawet wszystkich zmiennych bazowych).

7 whasciwosci tablicy simpleksowej rozwiazania optymalnego [2, s. 40—
—41] wynika, iz zmiana wartosci wspdtczynnika technicznego weale nie musi
powodowaé utraty stabilno$ci rozwigzania optymalnego, dla ktérej na najniz-
szym poziomie (stabilno$¢ bazy) wystarczy, aby zadna z wartosci zmiennych
bazowych, jak réwniez zadna z wartosci cen dualnych niebazowych zmiennych
decyzyjnych/swobodnych nie zmienita znaku. Ze wzgledu na nieliniowe zmia-

SOznacza to wykorzystanie ograniczenia przez decyzje optymalng na poziomie wartodci wyrazu
wolnego w tablicy wejéciowe], a jednoczesnie takie ograniczenie jest zwiazane z ktora$ z niebazo-
wych zmiennych uzupetniajacych (swobodna niedoboru, swobodna nadmiaru lub sztuczna).

SJezeli ulega zmianie wartoéé wspélczynnika technicznego (element macierzy odwracanej), wowczas
moze to spowodowaé w kraficowym przypadku zmiang (nieliniows) wartosci wszystkich elementow
(wsp6tczynnikéw substytucji) macierzy odwrotnej bazy. Z kolei ta macierz jest Zrédlem zmian warto-
$ci w pozostatych elementach tablicy simpleksowej rozwiazania optymalnego.



180

ny warto$ci wspdtezynnikéw substytucji nie jest natomiast wiadome, gdzie
najwczesniej nastapi owa zmiana znaku (czy w kolumnie — cena dualna, czy
W wierszu — zmienna bazowa).

W warunkach napigtych przy decyzji optymalnej (brak bazowych zmien-
nych swobodnych) istnieja zakresy mozliwych zmian wartosci wyrazéw wol-
nych, ktére — podobnie jak w przypadku niniejszej analizy — powoduja zmiany
w warto$ciach zmiennych bazowych. Dlatego tez patrzac przez pryzmat zmian
warto$ci wyrazu wolnego w warunku napietym przy decyzji optymalnej zwig-
zanego z analizowanym wspdtczynnikiem technicznym, nalezatoby si¢ zasta-
nowié, czy zmniejszanie/zwigkszanie warto$ci wyrazu wolnego w ramach do-
zwolonego zakresu wptywa na wzrost/spadek wartosci bazowej zmiennej decy-
zyjnej zwigzanej z analizowanym wspdtczynnikiem technicznym (poprzez
analize znaku wartosci wspdlczynnika substytucji umiejscowionego w wierszu
bazowej zmiennej decyzyjnej i kolumnie niebazowej zmiennej uzupetniajace]
w tablicy simpleksowej rozwiazania optymalnego’ i znaku relacji warunku
ograniczajacego, w ktérym znajduje sie dany wspolczynnik techniczny, co jest
tozsame z rodzajem niebazowej zmiennej uzupehiajgcej — swobodna niedobo-
ru, swobodna nadmiaru, sztuczna). Przyczyna wzrostu/spadku wartosci bazo-
wej zmiennej decyzyjnej byla oczywiscie zmiana wartos$ci wyrazu wolnego.
Mozna stad — przez analogi¢ — domniemywac, ze zamiast relacji:

zmiana warto$ci wyrazu wolnego & stala warto$¢ wspdtczynnika tech-
nicznego => zmiana wartosci bazowej zmiennej decyzyjnej,

bedzie zachodzita réwniez relacja:

zmiana warto$ci wspotczynnika technicznego & stata warto$¢ wyrazu
wolnego = zmiana wartoséci bazowej zmiennej decyzyjnej.

W obu relacjach pozostaje niezmiennym zapisem ,,zmiana wartosci bazo-
wej zmiennej decyzyjnej”. Stato$¢ lub zmienno$¢ wartosci wspdtczynnika
technicznego jest przyczyng statosci/zmiennosci wartosci odpowiedniego
wspdtczynnika substytucji. Aby uzyskaé rozmiar zmiany wartosci wspdtczyn-
nika technicznego, nalezy poszukaé wielkosci, ktéra mogtaby byé wspélna dla

"Zmniejszanie wartodci wyrazu wolnego bedzie wplywalo na warto$é bazowej zmiennej decyzyjnej
zgodnie z ponizszym schematem (w — wzrost, s — spadek):

Znak wspolczynnika substytucji
Znak relacji + ’ -
Sl= 5 w
2 w S

Natomiast zwigkszanie wartosci wyrazu wolnego bedzie powodowalo skutki przeciwne.
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obu relacji, a jednoczesnie bytaby wielkoécig znana. Jedyng z nich jest dtugosé

zakresu zmiennosci wyrazu wolnego, z tym Ze zalezno$¢ jest tu nastegpujaca:
zmiana wartosci bazowej zmiennej decyzyjnej & stata warto$¢ wspdt-

czynnika substytucji = dlugo$¢ zakresu zmiennosci wyrazu wolnego.

Na podstawie tej relacji mozna ustali¢ graniczne (minimalny lub maksy-
malny) poziomy wartosci bazowej zmiennej decyzyjnej. Po tym ustaleniu moz-
na powréci¢ do wezesniejszej relacji:

zmiana warto$ci wspdtczynnika technicznego & stala warto$¢ wyrazu
wolnego => zmiana wartosci bazowej zmiennej decyzyjnej,

i okresli¢ warto$¢ zmiany wspdtezynnika technicznego poprzez ustalona
wezesniej dlugo$¢ zakresu zmiennosci wyrazu wolnego. Nastgpuje tutaj ,,prze-
niesienie” zmiany wartosci wyrazu wolnego na zmiang wartosci wspétczynnika
technicznego przy tozsamych skutkach dla wartosci zmiennych bazowych. Pa-
migtaé przy tym nalezy, iz alternatywa do zwigkszania wartosci wyrazu wolne-
go jest zmniejszanie wartosci wspdtczynnika technicznego i na odwrét.

Wszystko to — co stwierdzono wyzej — bedzie uzasadnione, jesli w wyniku
tych zmian (przede wszystkim wartodci wspdtczynnikéw substytucji) ktdras
z wartosei cen dualnych niebazowych zmiennych decyzyjnych/swobodnych nie
zmieni znaku na przeciwny, czego przeciez wykluczy¢ nie sposob. Dlatego tez
nalezatoby réwnoczesnie analizowaé analogiczne relacje (oparte na tym samym
wspotezynniku substytucji) dla zadania dualnego, co jest rownowazne analizie
dtugosci zakresu zmiennosci wspdtezynnika funkeji celu i wartosci ceny dual-
nej niebazowej zmiennej uzupetniajacej w zadaniu prymalnym. Znajac relacje
migdzy warto$ciami cen dualnych (wskaznikami optymalnosci) a warto$ciami
zmiennych bazowych zadania prymalnego i dualnego mozna wyciagnaé wnio-
sek, ze jednoczes$nie trzeba badaé w zadaniu prymalnym dtugo$¢ zakresu
zmiennosci wyrazu wolnego 1 dlugosé zakresu zmiennosci wspoétczynnika
funkeji celu oraz odpowiadajaca im warto$¢ bazowej zmiennej decyzyjnej
i warto$é ceny dualnej niebazowej zmiennej uzupeiniajacej. Mniejszy modut
z tych dwoch relacji wyznaczy dlugo$é zakresu zmiennosei analizowanego
wspdtczynnika technicznego.

Wyniki

Dolna granice zmiennosci wspodlczynnika technicznego znajdujacego sie
przy bazowej zmiennej decyzyjnej ,.k” (k = 1, 2, ..., n) w warunku ograniczaja-
cym ,.w” (w =1, 2, ..., m) — zgodnie ze wzorem (1) — oblicza si¢ jako
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(4) GDawk =Ayg — ZDawk,
gdzie: .
aw — warto$é wspdlczynnika technicznego w warunku ograniczajacym ,,w”
przy zmiennej decyzyjnej ,,k”;
ZDa,,, — dtugosé dolnego zakresu zmian wartosci wspdtczynnika technicznego
przy zmiennej decyzyjnej ,,k” w warunku ograniczajacym ,,w’.

Gérng granicg zmiennosci wspolczynnika technicznego znajdujacego
si¢ przy bazowej zmiennej decyzyjnej ,.,k” (k = 1, 2, ..., n) w warunku ograni-
czajacym ,,w” (w =1, 2, ..., m) — zgodnie ze wzorem (2) — oblicza si¢ jako

) GGayy =ayy + ZGayy,

gdzie:

ZGayy, — dhugosé gornego zakresu zmian wartosci wspdtezynnika technicznego
przy zmiennej decyzyjnej ,,k” w warunku ograniczajacym ,,w”.

Dtugos¢ dolnego zakresu zmian wartosci wspdtczynnika technicznego
przy bazowej zmiennej decyzyjnej w warunku napigtym przy decyzji optymal-
nej oblicza si¢ ze wzoréw:

1) gdy warunek jest ograniczony z géry lub sztywny

-1 -1
Q) ZDa . = min [x—k'l'rhv) ’ (M'l'rhv] 4
k

ZGb,,

gdzie:

x, — warto§¢ zmiennej decyzyjnej ,,k”;

h —numer wiersza w tablicy simpleksowej rozwiazania optymalnego, w ktérym
znajduje si¢ bazowa zmienna decyzyjna ,,k”;

v — numer kolumny w tablicy simpleksowej rozwigzania optymalnego, w ktérej
znajduje si¢ niebazowa zmienna uzupelniajaca zwigzana z warunkiem ograni-
czajacym ,,w’’; '
i — warto$¢ wspolczynnika substytucji znajdujacego si¢ na przecieciu wiersza
,»7” 1 kolumny ,,v”” w tablicy simpleksowej rozwigzania optymalnego;

pw — warto$¢ ceny dualnej niebazowej zmiennej uzupelniajacej zwiazanej
z warunkiem ograniczajacym ,,w’’;

ZGb,, — diugosé goérnego zakresu zmian wartosci wyrazu wolnego w warunku
ograniczajacym ,,w”
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- iy
oo, gdyniema ry, <0, dla i=1,2,...,m;

LT Xg . .
ZGb,, = mm( :Fy <0, dlai=1,2,..,m,

ZGcy, — diugo$¢ goérnego zakresu zmian wartosci wspdtczynnika funkcji celu
przy zmiennej decyzyjnej ,,.k”

a) maksymalizacja funkcji celu
Pi

Tpj
oo, gdy nie ma Iy <0, dla j=1,2,..,n — 5;

min 0% <0, dla j=1,2,....,n — s,

b) minimalizacja funkcji celu

rllj
oo, gdy nie ma ryj > 0, dia j=1,2,..,0n — 55

min

ZGey = 2y >0, dla j=1,2,.,n = s,

s — liczba warunkéw sztywnych (znak relacji ,,=");

2) gdy warunek jest ograniczony z dolu

_ _1 y
7 ZDawk=min( il “”hv] N (—'p—wl——rh,,) S

ZGb,,

gdzie:

.| X .
—:ry >0, dlai=12,..,m,
2Gb,, = mm[riv ry >0, dlai

oo, gdyniema r;, >0, dlai=1,2,..,m.
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Dlugosé gdérnego zakresu zmian wartosci wspotczynnika technicznego
przy bazowej zmiennej decyzyjnej w warunku napigtym przy decyzji optymal-
nej oblicza si¢ ze wzoréw:

1) gdy warunek jest ograniczony z géry lub sztywny

—1 A -1
(8) ZGa,, =min [ e _ Ty ) s (—l—l—ﬁd— — Iy ] i
k

ZDb,,

gdzie:
ZDb,, — dtugosé dolnego zakresu zmian wartosci wyrazu wolnego w warunku
ograniczajacym ,,w”

min| 21\, >0, dla i=1,2,..,m,
iy
oo, gdyniema r;, >0, dla i=1,2,..,m;

ZDb,, =

ZDcy, — diugos¢ dolnego zakresu zmian wartosci wspdtczynnika funkeji celu
przy zmiennej decyzyjne;j ,,k”

a) maksymalizacja funkcji celu

r/lj
oo, gdyniemary; >0, dla j=1,2,..,n - s;

min Drpp > 0, dla j=12,..,n - s,

b) minimalizacja funkcji celu

T
oo, gdy nie ma Iy < 0, dla j=1,2,..,n — 55

min S < 0, dia j=1,2,..,n - 5,

ZDCk =
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2) gdy warunek jest ograniczony z dolu

-1 -1
. Xk ‘pw|
) 2Ga,; = min +r s | =—+r s
wk (Zwa hv ) ( hy )

gdzie:

min| 2L \or) <0, dla i=1,2,.,m,
Fiy
o, gdyniema r;, <0, dlai=12,..,m

ZDb,, =

Jesli dzielnikiem w ktérej§ z podstaw potggowania wzordw (6)—(9) jest
nieskonczonosé (o), to przyjmuje sig, iz wynikiem danego ilorazu jest zero (0),
a jesli ktoras z podstaw potggowania nie jest dodatnia, to przyjmuje sig, iz wy-
nikiem danego potggowania jest nieskonczonos¢ (eo).

Literatura

1. BUGA J., Wybrane problemy zastosowan metod programowania mate-
matycznego, [w:] W. Sadowski (red.), Elementy ekonometrii i programo-
wania matematycznego, PWN, Warszawa 1980.

2. BUSLOWSKI A., Stabilno$¢ rozwiqzania optymalnego zadania progra-
mowania liniowego, Wydawnictwo Uniwersytetu w Bialymstoku, Biaty-
stok 2000.

3. CYBURA A., JUCHNOWSKI M., Problemy parametryzacji wspoiczynni-
kéw funkcji celu w optymalizacyjnych rolniczych modelach liniowych,
Zagadnienia Ekonomiki Rolnej, 1979, nr 4.

4. Encyklopedia ekonomiczno-rolnicza, PWRiL, Warszawa 1984.

5. GAJEWSKI 1., Sposoby aktualizacji optymalnych planéw w przedsiebior-
stwach rolniczych, IRWiR PAN, Warszawa 1974.

6. GAJEWSKI J., ANDRYCHOWICZ B., Zmiany warunkéw gospodarowa-
nia a planowanie w przedsiebiorstwie rolniczym, PWRIL, Warszawa 1979.

7. GAL T., Postoptimal Analyses. Parametric Programming, and Related
Topics, McGraw-Hill International Book Company 1979.

8. GASS S.I., Programowanie liniowe. Metody i zastosowania, PWN, War-
szawa 1973.



186

0.

10.

11.

12.

13.

14.
15.

16.

17.

18.

19.

20.

GRUDA M., Elementy analizy stabilnosci modeli programowania linio-
wego z przykladami zastosowan, [w:] J. Gajewski (red.), Informacja a za-
rzqdzanie w PGR, PWRIL, Warszawa 1983.

HEADY E.O., CANDLER W., Metody programowania liniowego, [w:]
K. Rey i A. Wo$ (red.), Metody matematyczne w ekonomice i planowaniu
rolnictwa, PWRIL, Warszawa 1965.

KOLATKOWSKI D., Zagadnienia pooptymalizacyjne, [w:] S. Dorosie-
wicz, M. Gruszczynski, D. Kotatkowski; T. Kuszewski, M. Podgoérska, E.
Syczewska, Ekonometria, Oficyna Wydawnicza SGH, Warszawa 1996.
MARSZAYLKOWICZ T., Metody programowania optymalnego w rolnic-
twie, PWE, Warszawa 1986. o

NYKOWSKI 1., Programowanie liniowe, [w:] W. Sadowski (red.), Ele-
menty ekonometrii i programowania matematycznego, PWN, Warszawa
1980.

NYKOWSKI L., Programowanie liniowe, PWE, Warszawa 1984.

ORKISZ T., Analiza stabilno$ci optymalnego rozwigzania zadania pro-
gramowania liniowego (metoda simpleks), Przeglqd Statystyczny, 1964,
tom XI, zeszyt 1.

PIETRASZEWSKI A., WAGNER W., WYSOCKI F., Podstawy agroeko-
nometrii, Wydawnictwo AR, Poznan 1989.

PODKAMINER L., Wplyw zmian parametréw techniczno-ekonomicznych
na wielkos¢ modelowego optimum gospodarstwa rolnego, Zagadnienia
Ekonomiki Rolnej, 1973, nr 2.

RACZKOWSKA U., BUSLOWSKI A., Analiza zmian wielko$ci zmien-
nych decyzyjnych w rozwiazaniu optymalnym zadania programowania li-
niowego, Optimum — Studia Ekonomiczne, 1998, nr 1.

ROGALSKA D. (red.), Programowanie liniowe. Algorytmy i zadania,
Uniwersytet £.6dzki, 1.6dZ 1983.

WOS A., Rachunek ekonomiczny w rolnictwie, PWRIL, Warszawa 1966.



187

Technical coefficients and stability of optimal solution
of linear programming problem

Abstract

Profile of coefficients in constrain conditions of linear programming prob-
lem described in farm example can conclude that there are significant number
of fixed coefficients without possibility of changeability analysis. It is impor-
tant that this group of coefficients is easy detected because their value is equal
to 0 or £1. They were called logical coefficient as opposed from technical coef-
ficients. In the paper formulas describing changeability of technical coefficients
of real basic variables with co-called tight conditions in optimal decision are
shown. These formulas was based on linear effects of changing cost and right-
hand side coefficients in spite of nonlinear dependence between changing tech-
nical coefficients and basis variables. Thanks to such solution it is easy to ob-
tain stability measure in case of changing technical coefficients.



