Danuta Bogocz
Zakiad Statystyki Matematycznej AR w Krakowie

Analiza zastosowan teorii zbioréw rozmytych
w badaniach ekonomicznych na wybranych
przyktadach

Wstep

Pojecia matematyczne, z jednej strony bedac w pelni autonomicznymi
tworami abstrakcyjnymi, stanowig jednoczesnie podstawe do rozwoju teorii
znajdujacych zastosowanie w réznych dziedzinach, niekoniecznie bezposrednio
zwigzanych z ich wyjsciowym pochodzeniem. Kontekst ten niewatpliwie
wplywa na ksztalt rozwijanej teorii, koncentrujac uwage na tych aspektach
badZ cechach danego pojecia, ktore sg tu szczegdlnie przydatne. Rezultatem
tego rodzaju analiz sg czg¢sto nowe teorie, powstate w wyniku modyfikacji defi-
nicji, odrzucenia aksjomatu itp.

Geneza pojecia zbioru rozmytego siega 1965 roku. Punktem wyjscia do
rozwoju teorii jest definicja zbioru za pomoca funkcji charakterystycznej.

Definicja 1. Funkcja pA : X—[0, 1] jest funkcja charakterystyczng zbioru
A wtedy i tylko wtedy, gdy dla wszystkich x

1, dlaxe A,

“A<x>:{o, dla x¢ A,

Teoria zbiordw rozmytych stanowi rozszerzenie tak ujgtej teorii zbiordw.
Zdefiniowany wyzej zbidr jest tam nazywany zbiorem ostrym, gdyz dla dowol-
nego elementu przestrzeni X mamy: x € A albo x ¢ A. Obok teorii zbioréw
rozmytych, bedacej najbardziej upowszechnionym uogdlnieniem wilasnosci
przynaleznoéci (tj. funkcji charakterystycznej), znane sa inne proby jej modyfi-
kacji, takie jak wstgpna teoria zbioréw czy teoria Dempstera-Shafera.

Definicja zbioru rozmytego za pomoca funkcji przynaleznosci jest naste-

pujaca:
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Definicja 2.1. Funkcja przynaleznosci p zbioru rozmytego A okreslonego
w przestrzeni U jest funkcja postaci

ur : U=[0, 11.

Gwoli §cistosei trzeba tu dodaé, ze w ujeciu czysto formalnym teoria ta jest
wilasciwie teorig podzbiordw rozmytych. Niemniej biorgc pod uwage fakt, ze
kazdy podzbior z definicji sam w sobie jest zbiorem, mozemy dla uproszczenia
stosowac te okreslenia zamiennie. Dalej podajemy szczegotowa definicjg pod-
zbioru rozmytego przytaczang przez C. Noworola za jednym z gléwnych pre-
kursoréw pojecia, L.A. Zadehem (zob. [8]).

Definicja 2.2. Niech U bedzie zbiorem skonczonym lub nieskonczonym.
Podzbiér rozmyty A zbioru U okresla formuta:

A={(x: ua(x)e M), dla kazdego xe U},
gdzie:
Ua(x) oznacza stopien przynaleznosci elementu x do zbioru rozmytego A,
Ua oznacza funkcje przynaleznosci, ktéra kazdemu elementowi x przyporzad-
kowuje pewna wartos¢ ze zbioru M.
Zbiér M nazywa sig¢ zbiorem przynaleznosci. Zaktada sie, ze jest to zbidr upo-
rzadkowany. W wiekszosci przypadkéw przyjmuje si¢ przedziat [0, 1] (zob.
definicja 2.1.).

W niektérych pozycjach literatury, zwlaszcza z zakresu zastosowan teorii
zbioréw rozmytych w badaniach operacyjnych i praktyce gospodarczej, mozna
napotka¢ nieco inng definicj¢ zbioru rozmytego jako liczby rozmyte;j.

Definicja 2.3. Liczbg rozmyta nazywamy uporzadkowana czwérke liczb
rzeczywistych dowolnego znaku (g b ,b,a) ,gdziea <b < b<a.

Definicja 2.4. Liczbe rozmyta (g,a,a, ,B) L.k hazywamy liczba typu L-R,

jesli jej funkcja uczestnictwa ma postaé:
L(ta—x)/a), dlaxe [-,a]

wa(x)=11, dlaxe [a,a],
R(x—a)/B) dlaxe[d,c]
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gdzie L1i R sa funkcjami ksztattu, za$ o1 B — nienjemnymi parametrami.

Definicja 2.3 stanowi pewne zawezenie rodziny liczb rozmytych do tzw. trape-
zowych liczb rozmytych, niemniej na potrzeby niniejszej pracy zakres ten jest
w zupelnodci wystarczajacy.

Zbiory rozmyte w teorii sterowania

Pojecie zbioru rozmytego najwezesniej zostalo zaadaptowane na gruncie
teorii systeméw. Jedna z galezi tej szerokiej i preznie rozwijajacej si¢ dziedziny
jest teoria sterowania. Tu réwniez w ostatnich czasach coraz wigksza popular-
no$¢ zyskuje tzw. sterowanie rozmyte. Przyczyn tego zjawiska jest wiele. Jedna
z nich jest nieliniowos¢ obiektéw sterowania, gdyz procesy rzeczywiste wyma-
gajace automatycznego sterowania sg z reguty procesami nieliniowymi. W za-
leznosci od rodzaju nieliniowoscei stosowane sa rozne typy regulatoréw roz-
mytych opartych na wiedzy, nazywanych w skrécie regulatorami FKBC (ang.
Fuzzy Knowledge Based Controllers). Na rysunku 1 schematycznie przedsta-
wiono systemy 1 regulatory.

Systemy Regulator
Nierozmyte Rozmyte Nierozmyty Rozmyty
Liniowe Nieliniowe Liniowy Nieliniowy
Rysunek 1

Uogdlniony schemat systemodw i regulatoréw

Podstawowe elementy tworzace strukture regulatora FKBC to:
1. Modut rozmytosci. Tu parametrem projektowania jest wybdr strategii fu-
zyfikacji.
2. Baza wiedzy, na ktdrg sktadaja sig:
e baza danych — no$nik niezbednych informacji zawierajacych zbiory
rozmyte odwzorowujace znaczenie wartosci lingwistycznych stanu
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procesu i zmiennych sterujacych oraz fizyczne dziedziny i ich znorma-
lizowane odpowiedniki,
e baza regut — strukturalne przedstawienie strategii sterowania.
Maszyna wnioskujaca.
2. Modul defuzyfikacji. Tu parametrem projektowania jest wybOr operatoréw
defuzyfikacji.

Wsréd regulatorow FKBC na szczegblng uwage zastuguja regulatory adapta-
cyjne. Regulatory te przestrajane sa automatycznie w zaleznosei od biezacych cha-
rakterystyk procesu, co wobec zmiennosci parametréw procesu wraz ze zmiang
punktu pracy stanowi istotny atut w poréwnaniu z regulatorami konwencjonalny-
mi, kazdorazowo dostrajanymi w danym punkcie pracy lub w ograniczonym prze-
dziale czasu.

Elementami réznigcymi regulatory adaptacyjne od regulatorow konwen-
cjonalnych sa monitor procesu oraz mechanizm adaptacyjny. Funkcj¢ monitora
moze spetnia¢ miara jakosci szacujaca jako$¢ sterowania lub estymator para-
-metru aktualizujacy model procesu. Z kolei mechanizm adaptacyjny wykorzy-
stuje informacje dochodzaca z monitora procesu do aktualizacji parametréw
regulatora, adaptujgc tym samym regulator do zmieniajacych si¢ charakterystyk
procesu. Parametrami, ktére mogg by¢ zmieniane w celu modyfikacji dziatania
regulatora sa:

o czynniki skalujace dla kazdej zmiennej,

e  zbidr rozmyty odwzorowujacy znaczenie wartosci lingwistycznych,

e reguty JEZELI-TO.

Regulatory adaptacyjny zastosowano m.in. do symulacji komputerowej zbiornika
masy, pieca cementowego oraz wyparki z pojedyncza wymuszona cyrkulacja.

f—

Zbiory rozmyte w badaniach operacyjnych

Badania operacyjne w praktyce gospodarczej

Pewne ciekawe propozycje rozmytych rozwigzan probleméw oceny i wy-
boru inwestycji mozna znalezé w pracy Kuchty [6]. Autorka przedstawia roz-
szerzenia metod klasycznych na przypadek nieprecyzyjnych danych, w szcze-
gélnosdci nieprecyzyjnej znajomosci momentéw, w ktérych beda nastepowaty
przeptywy gotdwkowe oraz wzrostu niepewnosci w ocenie stopy oprocento-
wania z uptywem czasu, koncentrujac uwage na metodzie terazniejszej wartosci
netto (ang. Net Present Value), nazywanej w skrécie NPV, Wskaznik wzrostu
wartosci firmy dzigki realizacji danego projektu inwestycyjnego w metodzie
NPV jest postaci:
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n CF
NPV =CF, + —, ()
j=1 (1+ I")j

gdzie:

n — przewidywany czas trwania projektu,

CF; j =0, ..., n) — przeptywy gotéwkowe (nakiady lub wplywy) zwiazane

z danym projektem inwestycyjnym, majace miejsce na koncu j-tego roku,

r — stopa dyskontowa, wyznaczana na podstawie kosztu kapitatu potrzebnego

do pozyskania Srodkdéw na projekt inwestycyjny i/lub stép zwrotu innych do-

stgpnych dla firm mozliwos$ci inwestycyjnych.

W celu eliminacji wad metody NPV wynikajacych z nieprecyzyjnosci informa-

cji autorka wprowadza jej wersje rozmyte poprzez rozmycie we wzorze (*)

nastgpujacych parametrow:

a) n, wzawezeniu do realizacji liczb catkowitych badZz dowolnie,

b) CF; (=0, .., n), wzawezeniu do liczb nieujemnych lub niedodatnich badz
dowolnie,

c) r

Badania operacyjne w analizie danych ,

Przyktadem zastosowan metod rozmytych w zadaniach programowania li-
niowego jest praca Chanasa [4]. Jako wspoélczynniki w funkeji celu autor
przyjmuje liczby rozmyte. Wowczas wartos¢ funkeji celu dla kazdego rozwia-
zania dopuszczalnego, bedaca oceng jego uzytecznosei, jest liczba rozmyta.
Formalnie zadanie to mozna sformutowaé w sposéb nastgpujacy:

F(x)=Zijj — max,

Z a;x;<b; Q=1 ..m,
xe: X: s

JCJZO j=1,...,n,

gdzie Cj=(¢;,C;,Q;,B;), j=1, ..., n s liczbami rozmytymi typu L-R.

Rozmyta posta¢ funkcji celu jest konsekwencja faktu, ze klasa liczb rozmytych
typu L-R jest zamknieta ze wzgledu na operacj¢ dodawania i mnozenia przez
skalar.
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Rozmyte modele taksonometryczhe

Hierarchiczne skupianie zbioréw rozmytych

O dobrym dopasowaniu modeli rozmytych do proceséw i zjawisk wyste-
pujacych w naukach pokrewnych ekonomii przekonuje praca Noworola [§].
Autor wykorzystuje hierarchiczng analize skupien do konstrukcji testéw psy-
chometrycznych. Podobnie jak w przypadku klasycznej analizy hierarchicznej,
podstawg skupiania obiektéw badZz zmiennych jest tu macierz odlegtosci, ina-
czej — macierz podobienstwa migdzy nimi. Problem sprowadza si¢ zatem do
wyboru metryki wiasciwej danej sytuacji badawczej. W odniesieniu do kon-
struowania testéw psychometrycznych autor zaleca stosowanie uogdlnionej
odlegtosci euklidesowej oraz uogdlnionej odlegtosci Hamminga:

Uogélniona odleglo$¢ Hamminga:

d, (A B)= ﬁ)(MAX (B G, )b (2,)) = MIN (., (36, 5 ()

i=1
Uogdlniona odlegtos¢ euklidesowa.

n

dy (A B)= [2 (MAX (MA (x; ) Up(x; ))_ MIN(MA (x;); U p ('xi)>>2 ]2 .

i=1

Algorytmy klasyfikacji obiektow wynikajace z analizy hierarchicznej
mozna znalez¢ w wersjach elektronicznych wiekszosci pakietéw statystycz-
nych. Uzytkownik moze wybra¢ spoéréd wielu dostepnych tam metod oraz
odlegtosci. Oprécz macierzy podobienistwa oraz specyfikacji skupieni, mozna
otrzyma¢ dendrogram przedstawiajacy potaczenia obiektéw na réznych pozio-
mach podobienstwa. _

Na rysunku 2 przedstawiono przyktadowy dendrogram otrzymany w wy-
niku zastosowania metody Warda z odlegloécia miejska do klasyfikacji woje-
woédztw pod wzgledem podobiefistwa ich struktury agrarnej. Maksymalna licz-
ba skupieni — w analizowanym przypadku 5 — jest parametrem, ktéry zadaje
uzytkownik.



Rysunek 1
Struktura powigzan wojewodziw na réznych poziomach podobienstwa ich struktury
agrarmej

Relacja podobienstwa rozmytego

Nieco inng koncepcje rozmytych rozwigzan probleméw taksonometrycz-
nych prezentuje Ostasiewicz [9]. Tu pojecie rozmytosci zostato wprowadzone
do formuty relacji podobienstwa, na bazie ktérej dokonuje si¢ klasyfikacji ro-
dziny zbioréw. W odréznieniu od klasycznej relacji podobienstwa, relacja po-
dobienstwa rozmytego nie musi spetnia¢ postulatow odleglosci. Wymaga sig,
by relacja ta spetniata warunek zwrotnosci oraz symetrycznosci, natomiast wa-
runek przechodniosdci, wiasciwy kazdej relacji réwnowaznosci, wystepuje
w wersji zmodyfikowane;.

Formalny zapis funkcji definiujacej relacje podobienistwa rozmytego R
oraz pierwszych dwoch warunkéw przedstawia si¢ nastepujaco:

Ur: % x ¥ —> [0, 1]; przy czym:
Mr (2, 8) =1 oraz pig (a, b) = g (b, a).

Zlozenie R°R relacji rozmytej R okresla sig¢ analogicznie do sposobu defi-
niowania ztozenia relacji klasycznej, przyjmujac vogdlnienia dziatan, oznaczo-
ne tutaj symbolami # oraz *:
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#10, 117 = [0, 1];
#: 10, 11> [0, 1].

Zaklada sig, Ze sq to dziatania przemienne, faczne oraz niemalejace. Wy-
maga sie ponadto, aby spetniaty nastgpujace warunki:

min (a, b) < a#b < max (a, b);
0¥0=0;0*1=0; 1*1=1.

Relacjge R°R = [r;] okresla nastepuj a;c'y wzOr:

n
— *
= Upik dyi»
k=1

gdzie:

Uai = a]#az-#...#an.

k=1
Wtedy warunek przechodniosci relacji rozmytej R mozna zapisaé nastepujaco:
R D R°R.

W zaleznosci od przyjetych definicji dziatan # oraz * otrzymuje si¢ rézne ro-
dzaje przechodnio$ci rozmytej.

Dziatania # 1 * , okreslone nastgpujaco: #: ,,+”; *: min, zastosowano do
grupowania WOJCWOdZtW o podobne;j sﬂukturze wiekowej grubizny drzewosta-
néw lesnych [2]. Majac macierz A:

s Gppse Oy
azx;azz;...a“

a . .d

mi?¥m2 5 mn
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przedstawiajaca udziaty n zmiennych charakteryzujacych m obiektdéw, relacje
podobienistwa rozmytego okreéla macierz R = A°A”, gdzie T oznacza transpo-

zycjg macierzy. Zatem r; = Zmin(a” ,a,), dlaz, j=1,2,m.
t=]

Rozmyte metody wartosciowania liniowego

Jedna z popularnych form przekazu informacji ekonomicznej sg rankingi.
Ranking, czyli uporzadkowany pod wzgledem jako$ci analizowanej cechy
zbiér obiektdw, shuzy z reguty do wyodrebnienia podzbioru obiektéw najlep-
szych. Tu rowniez mozna wprowadzié¢ element rozmytosci, definiujac funkcje
przynaleznoS$ci postaci (Cerioli, Zani):

I, gdyo; <cy,

€2 —0j

floi)=

, gdyc; <o0; <cy,
€2—¢
0, gdyo; 2¢y,

gdzie ¢; oznacza rangg progows, ponizej ktorej przynaleznos¢ do wyrdznione-
go zbioru jest gwarantowana, za$ ¢, — range progowa, powyzej ktérej przyna-
lezno$¢ ta jest niemozliwa. Formule t¢ zastosowano w badaniach nad zr6zni-
cowaniem skali inwestowania indywidualnych gospodarstw rolnych. Wyniki
przedstawiono w formie tabelarycznej (tab. 1), zamieszczajac zardwno wartosci
zmiennej syntetycznej; ktéra stanowita podstawe rankingu, jak i wartosci funk-
cji przynaleznosci.

Tak sformutowang funkcje przynaleznosci stosuje si¢ rowniez do ustalenia
poziomu ryzyka ubdstwa. Adekwatno$¢ teorii zbioréw rozmytych w odniesie-
niu do pomiaru ubdstwa wynika z faktu, ze przejscie od stanu gorszej do lep-
szej sytuacji materialnej dokonuje si¢ w sposdb plynny. Dlatego tez skonstru-
owano szereg charakterystyk rozmytych. Przyktadowo, rozmyty indeks ub6-
stwa, FIP (ang. Fuzzy Index of Poverty): '

IR
FZP=;2,LLP(1).

i=1
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FIP interpretuje si¢ jako procent populacji nhaleZaccej w sensie rozmytym do
podzbioru ubogich.

Tabela 1
Ranking wojewodztw ze wzgledu na wielko§¢ skali inwestowania indywidualnych
gospodarstw rolnych

N Wartos¢ zmiennej Wartosé funkgji
Wojew6dztwo syntetycznej J Ranga przynaIeanécgi

kieleckie 8,873206 . 1 1
lubelskie 7,267246 2 1
zamojskie 6,241985 3 1
siedleckie 5,772944 4 0,956522
opolskie 5,618727 5 0,913043
kaliskie 5,174093 6 0,869565
tarnowskie 5,148303 7 0,826087
bydgoskie 5,126678 8 0,782609
tarnobrzeskie 5,084906 9 0,73913
rzeszowskie 5,003752 10 0,695652
poznanskie 4,942331 11 0,652174
radomskie 4,762446 -12 0,608696
katowickie 4,724017 13 0,565217
biatostockie 4,711953 14 0,521739
nowosadeckie 4,693512 15 0,478261
krakowskie 4,247282 16 0,434783
sieradzkie 4,018087 17 0,391304
koninskie 3,689062 18 0,347826
czestochowskie 3,609154 19 0,304348
piotrkowskie 3,58138 20 0,26087
ciechanowskie 3,579268 21 0,217391
torunskie 3,465059 22 0,173913
tomzyniskie 3,462771 23 0,130435
bialskopodlaskie 3,358784 24 0,086857
ptockie 3,356486 25 0,043478
gdanskie 3,158093 26 0
kro$nienskie 3,155732 27 0
olsztynskie 3,134488 28 0
wroctawskie 3,10145 29 0
przemyskie 3,01644 30 0
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cd. tab. 1
. Wartos¢ zmiennej Warto$¢ funkcji
Wojewddztwo syntetycznej ) Ranga przynaleZnoécgi

bielskie 2,969265 31 0

leszczynskie 2,796559 32 0

ostroteckie 2,753406 33 0

skierniewickie 2,658571 34 0

pilskie 2,639397 35 0

wioctawskie 2,549282 36 0

suwalskie 2,396454 37 0

chetmskie 2,200372 38 0

watbrzyskie 1,857784 39 0

elblgskie 1,855929 40 0

zielonogorskie 1,766153 41 0

szczecinskie 1,703678 42 0

legnickie 1,519522 43 0

gorzowskie 1,359575 44 0

warszawskie 1,146369 45 0

koszalinskie 1,066384 46 0

stupskie 0,932102 47 0

jeleniogdrskie 0,887614 48 0

todzkie 0,387867 49 0
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Some Applications of Fuzzy Set Théoryln Economic
Research

Abstract

The paper presents some applications of fuzzy set theory based on exam-
ples from literature and own investigations.

The introduction contains some theoretical background with special atten-
tion given to different aspects of the definition and the characteristics of its
properties.

In choosing empirical illustrations different fields of economic research are
considered such as operation research, data analysis, taxonomy and linear
valuation.

As the history of the theory starts with the theory of systems fuzzy con-
trollers and their applications are shortly discussed.



