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Modelowanie statystyczne zjawisk z trendem
I sezonowoscia

Wprowadzenie

Ekonometrycy analizujac szeregi czasowe zjawisk ekonomicznych wyr6z-
niaja w nich nastgpujace sktadowe: trend, wahania sezonowe, wahania ko-
niunkturalne oraz wahania losowe. Wszystkie z wymienionych wahati nie mu-
szg jednoczesnie wystgpowal w opisywanym procesie. Przez trend rozumie sie
pewna wyposrodkowujaca, lini¢ wyznaczajaca zasadniczy kierunek rozwojowy
badanego zjawiska. Nie wyjasnia on, dlaczego badana wielko$¢ ulegata zmia-
nom, jednak postugiwanie si¢ trendem do opisu przesztosci lub przewidywania
przysztoSci jest rozpowszechnione i celowe. Wahania sezonowe obrazuja
zmiany zjawiska w okresie rocznym. Moga by¢ stale, tzn. systematycznie
z roku na rok w odpowiadajacych okresach zakldcaja trend w ten sam sposob.
Wahania sezonowe mogg tez byé zmienne, tzn. w kazdym nastepnym roku
ros$nie (lub maleje) ich nasilenie — zachowujac charakter zaktécen. Najczesciej
objawia si¢ to zjawisko rosngca amplituda zaktdcent wraz ze wzrostem wartosci
trendu. Sprawca sezonowosci zjawisk ekonomicznych sg czynniki klimatyczno-
-przyrodnicze oraz powtarzajace si¢ systematycznie zdarzenia kalendarzowe
(8wigta). Do najwazniejszych z nich naleza: czas trwania dnia, temperatura
powietrza, opady, oraz zjawiska wtorne w stosunku do wymienionych (grubos¢
pokrywy s$nieznej lub grubos¢ pokrywy lodowej na rzekach). Wszystkie tzw.
podstawowe czynniki sezonowosci mozna wyrazi¢ ilosciowo za pomoca liczb
1 charakteryzujg si¢ one nastepujacymi wlasnosciami:
1° sa funkcjami okresowymi czasu o okresie rocznym;
2° ich wartosci, jak i ksztatt sg zréznicowane przede wszystkim w zaleznoéci od
potozenia geograficznego.

Podstawowe czynniki ksztaltujace sezonowosé nie musza oddzialywad na
rozpatrywane zjawisko ekonomiczne w sposéb bezposredni, mogg wystepowad
przesunigcia czasowe i fancuchy powiazan wieloogniwowych.
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Wahania koniunkturalne nie musza by¢ $cisle okresowymi, trwajq od kilku
do kilkunastu lat. Zwykle wahania dotyczace rozwoju spoleczno-
-gospodarczego krajow maja dtuzszy okres, podczas gdy okresy dotyczace po-
szezegblnych zjawisk sa zwykle krétsze (np. cykl $winski). Wahania losowe
traktujemy jako wynik dziatania duzej liczby przyczyn ubocznych, majacych
charakter podobny do bledéw przypadkowych, ktérych analiza zajmuje sig
statystyka matematyczna. Zdarza si¢ takze, ze w szeregu czasowym daje si¢
wyodrebni¢ wahania katastrofalne. Wystgpuja one sporadycznie i powoduja
znacznie wigksze odchylenia od trendu w poréwnaniu z wahaniami losowymi.
Sa one spowodowane przez zdarzenia historyczne, takie jak wojna, kryzys,
katastrofy zywiotowe, epidemie itp. Majac dany szereg czasowy, chcemy ra-
cjonalnie roztozy¢ go na opisane wyzej sktadowe oraz poprawnie oszacowaé
parametry opisujacego go modelu.

Estymacja parametréw proponowanego modelu

Z wahaniami sezonowymi spotykamy si¢ bardzo czgsto w rolnictwie, ktore
jest uzaleznione od przebiegu por roku. Zmianom tym podlega zapotrzebowa-
nie na site robocza, site pociagowa, skup mleka, zywca, ptodéw rolnych i zwia-
zany z nimi transport kolejowy towaréw. Na potrzeby rolnictwa prowadzi si¢
systematyczne obserwacje meteorologiczne. Ich efektem sg publikowane $red-
nie miesigczne temperatury powietrza i gruntu, opady, ustonecznienie itp. wy-
branych miejscowosci. W powszechnie dostepnych periodykach sa publikowa-
ne dane dotyczace miesigcznej produkcji najwazniejszych towardw i réznych
parametrow opisujacych stan gospodarki. Opracujemy model opisujacy tego
typu zjawiska. Zaktadamy, ze wartosci opisywanej zmiennej zaleznej Y, cha-
rakteryzuja sie sktadowa i-tego roku i maja wyrazng sezonowos$¢ zalezng od t-
-tego miesigca, ponadto sa obarczone btedem losowym. Mamy zatem:

Y, =LA +M{) +e, (=12, [; t=1,2,., 12). 1)

Bez wzgledu na postaé funkeji L, zawsze L(i) =L; dla kazdego i. Natomiast
zakladamy, ze sezonowos$¢ daje sie opisa¢ jedna harmonika. Zauwazmy, ze
w naszym przypadku pulsacja harmoniki w =27n/T =2n/12=7/6, wtedy
proponowany model przyjmuje postac: '

y. =B, +A-sin(%t+6)+8it, @)
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w ktérym A nazywamy amplituda, a 6 fazgq poczatkowa harmoniki i razem z B;
(i=1, 2,.., 1) stanowig szacowane parametry modelu (2), na podstawie wyni-

kéw obserwacji zebranych w macierz liczb o [ wierszach i t= 12 kolumnach.
Zaktadamy a priori, Ze €, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie

normalnym z wartoscia oczekiwang zero i wariancja o dla wszystkich i, t.
Oszacujemy parametry modelu (2) metoda najmniejszych kwadratow (MNK).
Mamy wiec:

2

li 12 12 -
S(B;,0,A) = 2 CHES 2 [yit -B, —-Asin(—gtfeﬂ =min. (3)

Korzystamy z warunku koniecznego ekstremum funkeji S(B,,0,A):

12
;BS__:z- [yit—Bi—Asin(%HeH-(—l) =0, dla i=1,2,., 13

[ 12 ]
S—S:Z-z [Yﬁr—Bi—Asin(%tﬂ-e)—-[—Acos(gtwLG)J:O; 4)

12

0S ! T (T
—_=2. . —B. —Asin| —t+0 ||-[-sinf —t+06 [=0.
0A 21 - [y“ ' (6 } : (6 )

Po prostych przeksztalceniach otrzymujemy uklad réwnan normalnych dla mo-
delu (2):

B +A- sin %t+é]= Vi dla i=12,..,1; %)

i 12 . T " A i 12 T 2é Elli T é
B, —t+0 |[+—- sinf —1 + = L cosl —f+0 |;
%% Aeof §re0):5 3 3 (5<% {1
A

i=1 fl

£ i £ € afzod)

=l =1 i=l =l

~5

Korzystajac z definicji sumy i zmieniajac kolejno$¢ sumowania, w rezultacie
otrzymujemy:
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W pracy [5] udowodniono, ze

12 T A 12 T A 12 T .
2 sin(gt + 6) = 2 cos(gt + 9) = 2 sin(gt + 26) = (), natomiast

=1 t=1

i s1n( t+6) 6. 7

t=

Podstawiajac zwiazki (7) do (6), po prostych przeksztatceniach ostatecznie
otrzymujemy:

Vi » dia i=1,2,..1;

2 éi-0+§-.0=%.§[: i yi,cos(%t+é]; (8)
1
1

Z uktadu réwnan (8) obliczamy wartosci ocen parametréw modelu (2):

-

B, =75, dla i=1,2,..,1;
12 12
A - V1 - /A
10 =arctg y. cos—t/ Ve, SID =1 |; ©)
l:; t 6 tzl t 6

A 1 é 122 - . T . é 2 /A
=—1!c0os0O - ., Sin—¢+sin@ - Y., COS—F |}
L 6 Ve, 6 Z; Yo 6

t=1

w ktérym ¥,. jest $rednia miesigczng i-tego roku, natomiast y., jest srednig t-
-tego miesigca z [ lat (t=1, 2,..., 12).
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Latwo zauwazy¢, ze w modelu (2) trend wyraza si¢ funkcja schodkowa
podana w réwnaniu (9).

W przypadku, gdy lata majg jednakowy wplyw na opisywang zmienna za-
lezna, tzn. w modelu (2) B; = s, wtedy jego oszacowanie z (9) wynosi:

—
l\!

1

= — 10
i 12] < e YIt ( )

i nazywa si¢ $rednig globalng z danych empirycznych. Inaczej méwiac, jest to
srednia miesigczna, obliczona ze wszystkich lat, z ktoérych korzystaliSmy przy
opracowywaniu modelu.

Model produkcji miesiecznej energii elektrycznej
w Polsce

Racjonalna i skuteczna polityka energetyczna stanowi jedng z podstawo-
wych przestanek rozwoju spotecznego i wzrostu ekonomicznego. Dazenie do
oszczgdnego gospodarowania energia jest obecnie oczywista koniecznoscia,
uzasadniong poglebiajacym si¢ wyczerpywaniem naturalnych zasobow ener-
getycznych Ziemi i potrzeba zmniejszenia zanieczyszczenia Srodowiska natu-
ralnego. Z wydobyciem i uzytkowaniem kazdego z surowcdw energetycznych
wigze si¢ emisja niepozadanych substancji, ktére przyczyniaja sie do pogiebie-
nia efektu cieplarnianego, zagrazajacego zmianami klimatu. Najbardziej poza-
dana jest energia elektryczna. Wynika to z korzysci ekonomicznych, jakie daje
jej stosowanie, oraz z komfortu, ktéry zapewnia jej odbiorcom. Z tej przyczyny
produkcja energii elektrycznej jest jednym z najszybciej rosnacych elementow
gospodarki rozwijajacych sig panstw. Stanowi ona zarazem jeden z najbardziej
istotnych wskaznikéw obrazujacych stopief ich rozwoju gospodarczego. Od
niej tez w gtdwnej mierze zalezy rozwoj przemysthu, transportu, a nawet rol-
nictwa. Powszechnie uznanym wskaznikiem zagospodarowania kraju jest zuzy-
cie energii elektrycznej na jednego mieszkanca. Natomiast o poziomie zycia
jego mieszkancoOw miedzy innymi §wiadczy zuzycie energii elektrycznej przez
gospodarstwa domowe. Opiszemy i zbadamy ksztaltowanie si¢ produkcji ener-
gii elektrycznej w Polsce, na podstawie danych miesiecznych z lat 1974-1993,
podanych w tabeli 1 i zinterpretowanych graficznie na rysunku 1.

Aby oszacowaé parametry harmoniki, przytoczymy dane wyjsciowe z ta-
beli 1 uwzgledniajace wyzej wymienione dwudziestolecie.



t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Vet 12,07 [ 11,12 { 11,48 1 10,18 | 9,45 | 8,83 | 8,83 | 9,04 | 9,46 | 10,93 | 11,53 | 12,23

Wykonujemy obliczenia pomocnicze:

12 T 12 T
DA cosgt:9,422; Y 5. singt=3,752.

t=1 t=1
Wykorzystujac wyprowadzone wzory (9), po zaokragleniach ostatecznie
otrzymujemy poszukiwany model:

§qt:?i.+1,69sin(—763t+1,192j w TW-h, (=1,2,.,12), (11)

w ktérym ;. dla kazdego 1=1,2,...,20 nalezy odczytaé z tabeli 1.
Jego dopasowanie do danych empirycznych ksztattuje si¢ nastepujaco: wspot-
czynnik zbieznosci

(v, -9, 7/ 2 2 v, —¥..) =66,9575/832,8316 = 0,0804;

i=l =]

S,

li
I Mg
Ms

I}
A

wspbtezynnik determinacji R* =1-¢* =0,9196 — wnioskujemy z niego, zZe
oszacowany model (11) tlumaczy okoto 92% zmiennosci badanej zmiennej
zaleznej; odchylenie standardowe reszt

i=l =1
zmiennosci resztowej v =100s,/y..=56/10,43 =5,4% . Na rysunku 1 cienka
linia zaznaczono wykres wyprowadzonej zaleznosci (11). Uzywajac tak pro-
stych srodkéw do opisu dominujacej w tym zjawisku sezonowosci, uzyskali-
$my dobra zgodno$¢ modelu z danymi empirycznymi. Tym samym cel nasz
zostal osiagniety.

20 12
) \/2 2 8i2t [ (n-%k) = J66,9575/(240-2) = =0,56 TW-h; wspoiczynnik
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Podsumowanie

W zagadnieniach ekonomicznych przyszto$¢ nie zawsze jest w petni zde-
terminowana przez stan aktualny i charakter podejmowanych dziatan. Z tego
powodu wnioskowanie o przysztym ksztattowaniu sie takich zjawisk nie jest
niezawodne. Sprawg nauki jest opracowanie takich metod wnioskowania, aby
obszar tej zawodnosci ograniczy¢ do minimum. Wieloletnie obserwacje réz-
nych zjawisk upewniaja nas, ze przyszly stan wigkszosci zjawisk ekonomicz-
nych i przyrodniczych zalezy stochastycznie od ich stanu terazniejszego oraz
od przesztego ich przebiegu w czasie. Stwarza to mozliwo$é wykorzystania
metod statystycznych do opisu i mierzenia zaobserwowanych prawidtowosci
rozwoju. Metody te nazywamy ekonometrycznym modelowaniem pewnego
wycinka sfery zjawisk ekonomicznych. Ten sam problem mozna jednak roz-
wigzywaé w rdzny sposob. Przyjeto sie juz, ze budowanie modelu ekonome-
trycznego jest potaczeniem nauki ze sztuka, podobnie jak w pracy architekta —
ograniczonego wytycznymi ogdlnymi zleceniodawcy. Propozycje rozwigzan
mogg by¢ rézne, ale musza bazowaé na metodach naukowych i mie¢ walory
praktycznej uzytecznosci. W jednym artykule nie mozna rozwiazaé wszystkich
problemow zwiazanych z tak trudnym zagadnieniem jak jednoczesna estymacja
trendu 1 sezonowosci. Dlatego problem ten rozwigzujemy etapami i przytacza-
my praktyczne zastosowanie prezentowanych wzorow.
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Statistic modelling of trend-based and season-related
phenomena

Abstract

In quite a considerable number of economic and natural issues, during re-
search, observation series are obtained with a very distinct seasonal dependence
and trend, whether constant or vaguely outlined. Chance variations (random-
ness) of this type is encountered in climatology, when it comes to describing
average monthly temperatures of air and the ground, and in temporal series
describing production of, not infrequently elementary, commodities. For de-
scription of these phenomena, the following mode] has been proposed:

Vie =B; + Asin(mt/6+0) + ¢, for i=1, 2,..,/ years; t=1,2,..,12 months.
It has been proved that evaluation of its parameters with the use of the least

square (minimum chi-square) method, based on the empirical data table with /
lines and 12 columns, assumes the following form:

Ei =Y,., foreach i=1, 2,..,/; whereas ¥y,. is the monthly average of an
i-th year,
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12 12
9=arctg[2 Ve, cosEtA/ ?tsmﬂt:l,
t=] . 6 t=1 6
~ 1 L2 2 T
Azg{cose 2 y..sin—t+sin0 Vtcos—é—t}
t= t=1

whereas Y., is the average of a t-th month (t =1, 2,..., 12), calculated basing on
[ years.
The thus proposed model has been used in a description of power (electric en-

ergy) production in Poland, employing monthly empirical data from the period
of 1974-1993.



