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Empiryczne wyznaczanie ceny transakcji
dla aukcji dwustronnej na przyktadzie danych
z Warszawskiej Gieldy Towarowej

Aukcije i ich rodzaje

Aukcja jest jedna z najstarszych form wymiany towardw. Istnieje kilka
najbardziej rozpowszechnionych metod organizowania aukcji 1 przetargow.
Najbardziej znang jest aukcja angielska (English auction), kojarzona zazwyczaj
z licytacja, w ramach ktdrej uczestnicy zghaszaja oferty ustne, przy czym kolej-
ne zgloszenia opiewajg na coraz to wyzsze kwoty. Ta forma sprzedazy polega
na wzajemnym przebijaniu ofert przez licytujacych. Koficzy si¢ w chwili osia-
gnigcia takiej ceny, ktérej zaden z uczestnikéw nie jest w stanie podwyzszyc.
Wygrywa ten kupiec, ktérego oferta okazata si¢ najwyzsza. Jednakze ten rodzaj
aukcji spetnia swoja role jedynie wowczas, gdy kazdy uczestnik podwyzsza
swoje oferty co najwyzej do wysokosci wiasnej wyceny (wartosci wihasnej).
W klasycznych przypadkach wycena jest maksymalna cena, ktdra za obiekt
skfonny jest zaptaci¢ kupiec. Przekroczenie tej ostatniej grozi strata. Zwycigzca
tego rodzaju aukcji zaptaci ceng zblizong do ceny rynkowe;j.

Drugim, pod wzgledem znaczenia, rodzajem konkursu ofert jest przetarg
pisemny (sealed-bid auction), w ramach ktdrego potencjalni nabywcy skladaja
propozycje ofert na pisSmie, np. w zapieczgtowanych kopertach. Sprzedawca
dokonuje wyboru oferty najlepszej, a kupiec placi ceng, ktéra zaproponowat.
Jest to tzw. aukcja pierwsze]j ceny (first price sealed-bid auction). Zawartos¢
optymalnej oferty sktadanej przez kupca zalezy od kilku elementéw. Najwaz-
niejszym z nich jest wlasciwa wycena dobra bedacego przedmiotem przetargu.
Wystawione na sprzedaz dobro kupuje ten, kto ztozyt najwyzsza ofertg i ptaci
tyle, ile zaoferowal. Problemem jest zlozenie optymalnej oferty, a wigc takiej,
ktora nie przekroczy wyceny wystawionego do sprzedazy obiektu. Przedsta-
wienie optymalnej oferty zalezy od wielu czynnikéw, przede wszystkim od
natg¢zenia konkurencji. Przygotowanie takiej oferty jest klasycznym przykta-
dem podejmowania decyzji w warunkach niepewnosci.
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Inng forma przetargu pisemnego jest aukcja drugiej ceny (second price se-
aled-bid auction), gdzie wybierana jest oferta najlepsza, ale cena, ktora ptaci
kupiec jest druga w kolejnosci. Wymyslit ja w 1961 r. William Vickrey i1 opisat
w pracy zatytutowanej ,,Counterspeculation, Auctions and Competitive Sealed
Tenders”, ktéra ukazata sie w Journal of Finance. Praca ta byla jedng z pierw-
szych, w ktorych analizowano i inne teoretyczne modele aukcji.

Kolejnym znanym rodzajem aukcji jest aukcja holenderska (Dutch auc-
tion). W tym przypadku cena wystawianego na sprzedaz towaru jest sukcesyw-
nie obnizana, az do momentu, gdy znajdzie si¢ nabywca. Zgodnie z regutami
aukcji holenderskiej handluja np. komisy. Nazwa ,,aukcja holenderska”, pocho-
dzi stad, ze w taki sposéb sprzedawane sgq kwiaty w Holandii. Ten rodzaj alo-
kacji dobr jest wykorzystywany gtéwnie podczas sprzedazy szybko psujacych
sie towarow.

Teoria aukcji jest jedna z bardziej znanych dziedzin wspotczesnej teorii
ekonomii. Regutly aukcyjne sg w dalszym ciagu doskonalone i w zwiazku z tym
mozemy obecnie wyrdzni¢ wiele innych rodzajow aukcji. Oprocz wymienio-
nych najbardziej znanymi sa: aukcja udziatow (auction of shares), aukcja dwu-
stronna (double auction) oraz aukcja wieloobiektowa (multiple-object auc-
tions). Aukcje wieloobiektowe stosuje si¢ podczas sprzedazy wielu obiektow.
Kazdy stara si¢ zmaksymalizowaé swojg funkcje¢ uzytecznosci przez dobodr
wlasciwych obiektow i trafne prognozowanie ich wycen. Uzytecznos¢ ta jest
funkcjg zalezna od indywidualnych wycen (private valuations) poszczegdlnych
uczestnikow aukcji. W ofercie kupna, oprécz proponowanej ceny, kupiec po-
winien uwzglednic¢ ilos$¢ towaru, ktora jest sklonny nabyé. Oferty takie sa ak-
ceptowane, badz tez nie, zgodnie z jasno okre$lonymi procedurami. Jedna
z takich przyktadowych procedur polega na tym, ze kazdy z kupcow bioracych
udzial w aukcji wieloobiektowej ogtasza, ktérym z wystawionych na sprzedaz
obiektoéw jest zainteresowany. Prowadzacy aukcje sonduje zapotrzebowanie, po
czym, jesli ocenia je zadowalajaco, podwyzsza cen¢ kazdego z towaréw, np.
o jednostke. Ponownie sonduje popyt, np. pytajac kupcéw, czy w dalszym cia-
gu sa zainteresowani kupnem towardéw po aktualnej cenie. Nast¢pnie ponownie
ogtasza do publicznej wiadomosci, ktore z obiektéw w dalszym ciggu beda
licytowane. Znowu podwyzsza ceng, po czym procedura si¢ powtarza. Czyni
tak az do momentu, gdy nie bedzie nikogo, kto bedzie w stanie zaptaci¢ wiece;j.

,»Obiekty” moga by¢ sprzedawane w tej samej cenie wszystkim osobom
uczestniczacym w aukcji. Jest to tzw. aukcja z ceng nierozréznialng (nondi-
scriminating price). Mozliwa jest rowniez sprzedaz obiektow po réznych ce-
nach. Méwimy wowczas o cenie rozréznialnej (discriminating price).

Pewna odmiang aukcji wieloobiektowej jest aukcja udziatéw. W jej trakcie
licytowany jest obiekt sktadajacy si¢ z wielu czgsci. Moga to by¢ np. akcje
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okreslonej spotki notowanej na gietdzie papieréw wartosciowych. Kazdy
z kupujacych sktada ofertg, w ktorej precyzuje liczbg udziatéw oraz ceng za
pojedynczy udzial. W przypadku aukcji udziatéw alokacja obiektow i pienig-
dzy jest procesem o wiele bardziej skomplikowanym niz podczas tradycyjnych
aukcji. Po pierwsze, odrzucane sa tzw. niedobre oferty, o ktorych bedzie mowa
w dalszej czesei pracy. Jeszcze bardziej skomplikowana jest alokacja towarow
i pienigdzy podczas aukcji dwustronnej.

Aukcje dwustronne

Aukcja dwustronna charakteryzuje si¢ tym, ze oferty sa sktadane z dwoch
stron rynku — zaréwno ze strony kupujacych, jak i sprzedajacych. W sensie
teorii gier zardbwno kupcy, jak i sprzedawcy sa graczami. Ten sposéb handlu
jest charakterystyczny dla gietd towarowych oraz niektérych rynkéw finanso-
wych. Na podstawie sktadanych ofert sg ustalane dwie funkcje: popytu i poda-
zy. Ich ,przecigcie” wyznacza cen¢ jednostkowa towaru oraz jego ilos¢ prze-
znaczong do alokacji. Przyktadem moze by¢ ustalanie tzw. ceny otwarcia wielu
waloroéw i towardw na podstawie biezacych propozycji kupna i ofert sprzedazy.
W tym przypadku mamy do czynienia ze statyczng wersja aukcji dwustronne;j.
Reguty aukcji dwustronnej sg wykorzystywane réwniez do ustalania ceny
transakcji na wielu gietdach §wiatowych, gdy wymiana odbywa si¢ cyklicznie,
a transakcje prowadzone sg w okreslonych momentach czasu.

Jeszcze czgsciej w praktyce wykorzystywana jest dynamiczna wersja au-
kcji dwustronnej. Jej reguty sg stosowane na wickszosci zorganizowanych ryn-
kéw wymiany towarowej i papierdow wartosciowych woéwcezas, gdy oferty kup-
na i sprzedazy wplywaja sekwencyjnie. W tym przypadku na ogdét klienci sa
reprezentowani przez brokerow, ktorzy licytuja si¢ wzajemnie w ich imieniu.
Transakcje sa zawierane w momencie, gdy obie strony dogadaja si¢, a cena jest
ustalana w sposob nierozroznialny.

Interesujacym przyktadem zastosowan aukcji dwustronnej jest rynek pracy.
Oferty sktadajg zarowno pracodawcy, jak i potencjalni pracownicy. Pracodaw-
cy to kupey, a kandydaci na pracownikéw to sprzedawcy. Z transakcja mamy
oczywiscie do czynienia wowczas, gdy obie strony dogadaja si¢ i kandydat na
pracownika zostanie przyjg¢ty na okreslonych warunkach do firmy. Ceng trans-
akcji jest umowa oraz ewentualne bonusy wynikajace z jej zawarcia, a takze
warunki wynikajace z podjecia okreslonej pracy.

Badania nad modelem aukcji dwustronnej s prowadzone od czterech dzie-
sigcioleci. Badat je m.in. laureat nagrody Nobla z 2002 r. Vernon L. Smith.
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Interesowaty go reakcje uczestnikéw wymiany na wszelkiego rodzaju bodzce
zewngtrzne. Wraz ze wspotpracownikami przeprowadzat symulacje transakcji
rynkowych [Smith i in. 1982]. Kolejnym wartym odnotowania badaczem au-
kcji dwustronnych jest Robert Wilson. W 1987 r. podat on warunki konieczne,
ale niedostateczne, na istnienie strategii w rownowadze dla aukcji dwustronnej,
traktowanej jako pewien rodzaj gry dynamicznej z niepelna informacja. Idea
osiagnigcia rownowagi zaproponowana przez Wilsona polegata m.in. na tym,
ze wyceny kupcow i sprzedawcdw ustawia si¢ w pewnym porzadku, po czym
»przyporzadkowuje” si¢ kupcowi z najwyzsza wyceng sprzedawce z najniz-
szym kosztem (wyceng). Podobne przyporzadkowanie jest czynione w stosun-
ku do pozostatych handlowcow: kupiec, ktéry ztozyt druga w kolejnosci od
najwyzszej ofertg jest przyporzadkowany sprzedawcy o drugim w kolejnosci od
najnizszego koszcie jednostkowym itd. Wilson zauwazyt, ze wraz ze wzrostem
liczby handlowcow rosnie efektywnos¢ aukcji, a ceny daza do rzeczywistych
cen rynkowych. Nie okreslit on jednak w jednoznaczny sposob strategii row-
nowagi. Podat jedynie w sposéb indukcyjny kilka krokow algorytmu, ktdry
moglby by¢ pomocny przy konstrukcji owych strategii.

Inni badacze réwniez rozwazali aukcj¢ dwustronna jako gre z niekomplet-
na informacja powtarzang wielokrotnie. W 1998 r. Gjerstad i Dickhaut w pracy
zatytulowanej ,,Price formation in double auction” (,,Ustalanie ceny dla aukcji
dwustronnej”), po wnikliwych badaniach, doszli do wniosku, ze w sytuacjach
rzeczywistych ceng rownowagi najlepiej ustala rynek. W tym samym roku uka-
zala si¢ ksigzka Abdolkarina Sadricha zatytutowana ,,The Alternating Double
Auction Market. A Game Theoretic and Experimental Investigation” (,,Alter-
natywny rynek aukcji dwustronnej. Teoretyczna gra i badania eksperymental-
ne”’), w ktorej autor zaprezentowat interesujacy model aukcji dwustronnej
w sensie teorii gier. W dalszych rozwazaniach postuzymy si¢ wspomnianym
modelem, dlatego tez w kilku stowach zaprezentujemy jego ideg.

Przyjmijmy wigc, ze aukcja dwustronna jest pewna forma wymiany, w kté-
rej uczestniczy zaréwno wielu kupcéw, jak i sprzedawcéw. Niech I =1, ..., n}
oznacza zbiodr graczy — uczestnikow aukcji. Zbidr 7 dzielimy na dwa roztaczne
podzbiory: n,— elementowy zbiér kupcéw Ig oraz ng— elementowy zbior
sprzedawcow I (I =15 Ulg; n=ng +ng).

Przez iel, (=1, .. ng)oznaczmy i-tego kupca, przez je Ig
(j=ng +1, ..., ny) j-tego sprzedawce. Zatézmy, ze na aukcji handluje sie¢ ¢ > 0
obiektami (moga to by¢ réwniez jednostki okreslonego towaru). Kazdy z kup-
coOw jest sktonny zaptaci¢ maksymalnie v, jednostek monetarnych za jed-

nostke k-tego towaru (k =1, ..., ¢). Innymi stowy, v, Jjest jego wyceng i-tego



97

kupca za jednostke towaru k. Kazdemu sprzedawcy przyporzadkowujemy
koszty jednostkowe, odpowiadajace kwotom, ktére chca uzyskaé sprzedawcy

za jednostke poszczeg6lnych débr ¢, (j=ng+1, .., n;). W dalszym ciagu
wielkosci te bgdziemy nazywali wycenami sprzedawcéw. Wyceny kupcow
i sprzedawcow sg liczbami nieujemnymi.

Kupiec i-ty (=1, ..., ng) chcac naby¢ towar k-ty (k=1, ..., q), przedkla-
da ofert¢ b, , ktéra powinna by¢ nizsza od jego wyceny. Sprzedawca j-ty
(j=ngz +1, .., n,) przedktada oferte sprzedazy e Zalozmy, ze kupcy

i sprzedawcy doszli do porozumienia i zawarto transakcje. Wyptate kupca wy-
razamy za pomocg Wzoru:

Ty =V =P (=, . ngsk=1, .., q), ()

gdzie:

T, jest wyplata i-tego gracza nabywajacego/sprzedajacego obiekt (udzial) &-ty,
p oznacza ceng transakcji,

v, Jest wycena i-tego gracza odnoszaca si¢ do jednostki obiektu 4.

Widzimy, ze wyptlata jest rowna réznicy migdzy wycena i-tego kupca dotycza-
cq k-tego obiektu a ceng transakcji. Z kolei wyptata sprzedawcy jest rowna réz-
nicy migdzy ceng transakcji a jego wycena, co wyrazamy za pomoca wWzoru:

T =P ~Cjn (j=ng+1, ... mk=1, .., q) @)

W trakcie licytacji nie wszystkie oferty sa jednak brane pod uwage i w
zwiazku z tym nalezy jasno okresli¢ cechy tych, ktére mozemy uznaé za ,,dobre”.

Cechy ,,dobrej” oferty

1. Oferta nie powinna przynosi¢ strat (no-loss), co oznacza, ze wyplaty za-
réwno kupcéw, jak i sprzedawcoéw nie powinny by¢ ujemne; kupcy skta-
daja oferty mniejsze lub réwne ich wycenom; sprzedawcy odwrotnie —
wigksze lub rowne.

2. Oferta nie powinna stwarza¢ komplikacji (no-crossing) — wyplaty powinny
by¢ wigksze od tych, ktére gracze mogliby uzyska¢ na wolnym rynku bez
koniecznosci uczestniczenia w aukcji; oferta kupca powinna by¢ mniejsza
lub réwna aktualnej rynkowej cenie sprzedazy; oferta sprzedawcy musi by¢
wigksza lub réwna aktualnej rynkowej cenie kupna.
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3. Oferta powinna zmniejszac¢ rozpigto$¢ migdzy cenami kupna i sprzedazy
(ask-bid-spread-reduction); oferty powinny by¢ sktadane ponizej ceny ryn-
kowe;j.

Wykorzystujac opisany model, skonstruowaliSmy algorytm stochastyczny,
ktéry, naszym zdaniem, pozwala na prognozowanie ceny transakcjt dla aukcji

dwustronnej [Drabik, 1999, 2000].

Algorytm prognozowania ceny transakcji dla aukcji
dwustronnej i jego empiryczna analiza

Zakladamy, ze aukcja ma charakter cykliczny, a czas trwania cyklu jest
zmienng losowa. Nie to jednak wptywa na dalsze rozwazania, poniewaz propono-
wany algorytm bedzie dotyczyl ustalania ceny transakcji w pojedynczym cyklu.
Zakladamy bowiem, ze handlowcy przedktadajg swoje oferty dotyczace obiektu k&
(k=1, ..., g) w trakcie trwania pojedynczego cyklu. Tak wiec zgodnie z dotych-

czas przyjmowanymi oznaczeniami zaktadamy, ze kupiec i-ty (i=1, ..., np) skia-
da oferte b(p,,c,), a sprzedawca j-ty (j=ng +1, ..., ng )oferte a(p,,c,), gdzie
P, jest proponowang cena, ¢, zas iloscia towaru. Widzimy wigc, ze oferta oprocz

ceny zawiera ilo$¢ towaru, ktory sprzedawca zamierza sprzedad, kupiec za$ nabyd.
Zakladamy ponadto, ze oferty sa wazne, czyli spetniaja warunki okre$lajace cechy
,»dobrej oferty”. Do dalszych rozwazan potrzebne nam bgda dwa dodatkowe zato-
Zenia.

Z1.Ceny p; oraz p; podane w ofercie spetniaja nastgpujacy warunek:

pi-pjE {g,ﬁ} &)

gdzie p jest minimalng ceng akceptowana w ofercie, p za$ maksymalna.

Z2. Popyt przewyzsza podaz, co formalnie zapisujemy jako:

n n
ibi (pi>¢ )l{p,-,-e[p,ﬁl}s Eaj(pj’cj )I{UJE[FJ;]} “)
i=1 N J=ngtl B

gdzie 1, jest indykatorem zdarzenia.

Stochastyczny algorytm wyznaczania ceny transakcji p *.
1. Sprawdzamy, czy s spelnione warunki (3) i (4). Jezeli nie sg spetnione, to
transakcja nie dochodzi do skutku.
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2. Wybieramy maksymalng i minimalna ilos¢ towaru, jaka zamierzaja kupic/
/sprzeda¢ gracze:c . = rrlli[n{c, I3 Crox = rrli_a}x{c, I3

3. Wyznaczamy prostokat D cR® (R’ oznacza plaszczyzng), ktérego
wierzchotkami s punkty (¢min > P)s (Crin s 2) s (Congn s P)s (Copn» P) -

4. Za pomoca generatora liczb losowych generujemy losowa liczbg punktow
Mgy (Mg <10000)oraz liczbg iteracji & (k < 100). Punkty te powinny
znajdowaé si¢ wewnatrz prostokata D, to znaczy: d,(c,,pn)ED

(m :], iy Mo)
Punkty numerujemy w kolejnosci losowania.
a) Na poczatek przyjmujemy »n: = 1. Dla kazdego punktu
d, (m=1, .. M,_|) okreslamy ,,obszar przyciagania”:
- TN
U(dy,en)= \/(p - 2)2 +(Cmax ~ Cmin )2 ' l:g B §Z[7j (5)
i=l

gdzie o e [0,5;1]
Jezeli w obszarze przyciagania znajduje si¢ pewna liczba ofert kupna b,
i sprzedazy a;, to znaczy:

s, bieU@,.g,) (=1 .., ng)

EIjE,S a, & U{dy,8y) (]':nB +1, ..., n)
to punkty te beda brane pod uwage przy ustalaniu prognozowanej ceny transak-
cji. Zliczamy te punkty i przyjmujemy, ze ich liczba wynosi M, . Pozostale
punkty odrzucamy.
b) Przechodzimy do nastgpnej iteracji n: = n + 1. Punkty d,,(c,,, p,,) (m =1,

., M, ) ,otaczamy” zbiorem U(d,€,), podobnie jak to miato miejsce
w punkcie 4a.
c) Powtarzamy 4b do momentu, gdy M, =0, jezeli n <k, lub £k razy, jezeli

okaze si¢, ze M ,> 0.
— Jezeli M, =1 (n < k), to szukanym punktem jest ten, ktéry pozostat:

dy (¢y »Pu ), @ ceng transakeji bedzie druga wspotrzedna tego punk-

*
tup =py,.
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— Jezeli M, > 1 oraz wykonaliSmy k iteracji (k razy zmniejszyliSmy promien
zbioru przyciagania), to sposréd M, pozostatych punktéw wybieramy ten,
ktory podczas pierwszej iteracji zawierat w obszarze przyciagania najwigk-
sza liczbg ofert kupna 1 sprzedazy. Przyjmijmy, ze jest to punkt
d,, (¢, P, ) Cena rownowagi bedzie druga wspotrzedna tego punktu

P = DPu,-

Powyzszy algorytm nalezy do klasy algorytméw stochastycznych i jego
zaleta jest to, ze nie wymaga on znajomosci wycen graczy, ani tez ich rozkta-
dow. Jego idea opiera si¢ na identyfikacji punktu na ptaszczyznie, ktorego jed-
ng ze wspotrzednych jest wilasnie cena transakcji. W pracach Drabik [1999,
2000} zostato zaznaczone, ze algorytm ma charakter hipotezy potwierdzonej
numerycznie na nierzeczywistych przyktadach (z powodu braku danych).

Po przeprowadzeniu symulacji komputerowej wspomnianego algorytmu na
danych z WGT SA otrzymano teoretyczng ceng transakcji, ktora zostata poka-
zana w tabeli 1. W tabeli tej przedstawiono rowniez wzgledny bfad obliczen
w procentach. Srednio wyniést on ok. 2,6% (brany jako $rednia arytmetyczna),
przy czym w 6 na 15 przypadkdw byl nizszy niz 1%.Wyniki zaprezentowane
w tabeli 1 §wiadczg o tym, ze prezentowany algorytm stochastyczny jest do-
brym narzedziem prognozowania ceny transakeji dla aukcji dwustronne;j.

Tabela 1

Teoretyczna cena transakcji dla aukcji dwustronnej obliczona na podstawie danych
zWGT SA

Lp. — Teoretyczna | Rzeczywista | Btad
Towar Data licvtacii cena trans- cena trans- | obliczen
b akgiji akgji w %
1 2 3 4 5 6 7
g [Pt 2003-06-05 | 10:13-10:35| 457 497 875
wieprzowe
pszenica
2 |konsumpcyj- | 2003-06-05 | 9:56-10:11 463 472 1,94
na
g [poftusze 2003-09-04 | 10:43-10:56 2,62 2,85 8,78
W!eprzowe
pottusze yo o
4 | wieprzowe | 2008-09-09 | 10:44-10:58 2,69 2,91 8,18
poftusze 3] BB
5 |Wicpraowe | 2008-09-25 | 10:12:10:44 2,65 2,67 0,75
g |PpStusze 2003-09-30 | 10:38-11:26 3,13 3,15 0,64
wieprzowe
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Tabela 1, cd.

1 2 3 4 5 6 7

7 |pdftusze 2004-01-06 | 9:59-10:05 287 294 2 44
wieprzowe

g |potusze 2004-02-17 | 10:01-10:14 3,65 3,7 1,37
wieprzowe

g |pSftusze 2004-02-17 | 10:27-10:54 3,63 3,65 0,55
wieprzowe

1o |Pottusze 2004-03-02 | 10:58-11:08 4,14 415 0,24
W|eprzowe

g | maskina 2004-03-04 | 9:58-10:15 4,63 4,67 0,86
eksport

Jg (masiona 2004-03-11 | 10:25-10:54 4,94 4,95 0,20
eksport
masto na ) )

B | o 2004-03-11 |11:47-12:08 5,15 5,00 1,36

14 |poiu=ze 2004-09-21 | 9:47-9:58 6,63 6,72 1,36
wieprzowe

15 |potusze 2004-11-30 | 10:06-10:21 5,54 5,6 1,08
wieprzowe

Zrodto: opracowanie wiasne.
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An Experimental Investigation of Price Formation
in Double Auction based on Data from Warsaw
Commodity Exchange

Abstract

Double auction markets are one of the most common exchange institution
attracting attention of many traders. The double auction is used for commodity
markets and in markets for financial instruments, including options and futures.
The trade on Warsaw Commodity Exchange has also certain features of the
double auction market. The prevalence of this institution can be caused by its
efficiency and its capacity to respond quickly to changing market conditions.

The aim of the paper was to show a certain stochastic algorithm for price
formation in the double auction. The algorithm was tested on data from War-
saw Commodity Exchange.



